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Prof. Dr. Ing. A. L. Nadai zum 70. Geburtstag. 


Am 3. April 1953 feiert Prof. Dr. Ing. A. L. Nadai seinen 70. Geburtstag. Sein 
Name ist jedem, der mit Elastizitats- oder Plastizititstheorie in Beriihrung gekommen 
ist, wohlbekannt, und wenn ihn auch seine kosmopolitische Hinstellung nach Beendigung 
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der Mittelschulstudien in seiner Heimatstadt Budapest bald ins Ausland fiihrte, so 
zihlen wir 6sterreichischen Ingenieure ihn trotzdem als Sohn der alten dsterreichisch- 
ungarischen Monarchie mit Stolz zu einem der Unsrigen. 

Nadai ist der vorbildliche forschende und wissenschaftlich arbeitende Ingenieur, 
der bei seinen theoretischen Untersuchungen stets die Forderungen der Praxis im Auge 
behalt. Seine wissenschaftliche Ausbildung erhielt er an der Eidgendssischen Hoch- 
schule in Ziirich, wo er seinen Lehrern Hirschfeld und Hurwitz einerseits seine 
theoretische, Prasil und Stodola die praktische Ausbildung als Ingenieur verdankt. 
Nach einer kurzen Tatigkeit in der Maschinenindustrie finden wir ihn an der ehemaligen 
Martensschen Anstalt an der Technischen Hochschule in Charlottenburg; hier war er 
unter Eugen Mayer und Max Rudeloff als Assistent tatig und dissertierte mit einer 
Arbeit iiber die Erwirmung von Stahlen an der FlieBgrenze. Sein kiinftiges Haupt- 
titigkeitsgebiet, die Theorie der Platten und der Plastizitat, beginnt sich in jener 
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Zeit schon abzuzeichnen. Die wissenschaftliche Tatigkeit Nadais wurde 1914 durch 
seine Einberufung zum Kriegsdienst im ésterreichisch-ungarischen Heer unterbrochen; 
nach Beendigung des ersten Weltkrieges ging er nach Gottingen, wo er am Institut 
fiir angewandte Mechanik unter L. Prandtl an verschiedenen Problemen der Elasti- 
zitats- und Plastizitatstheorie arbeitete. Hier habilitierte er sich 1923 und wurde 1926 
zum Extraordinarius ernannt. Von den zahlreichen Veréffentlichungen, die Nadai 
in jener Zeit herausgab, seien hier nur zwei besonders erwahnt: Sein Buch tiber die 
elastischen Platten (1925) und ,,Der bildsame Zustand‘ (1927), letztere meines Wissens 
die erste zusammenhingende Darstellung der Theorie der Plastizitat. 

1927 iibersiedelte Nadai nach Pittsburg, seiner neuen Heimat, der er bis auf den 
heutigen Tag treu geblieben ist. Fiir. seine wissenschaftliche Tatigkeit waren die USA 
erst der Boden, auf dem sie sich entsprechend entfalten konnte. In seiner Stellung 
als Mitarbeiter des Forschungslaboratoriums der Westinghous Electric & Mfg.-Co. 
standen ihm die nahezu unbegrenzten Hilfsmittel fiir Theorie und Versuche dieses 
Unternehmens zur Verfiigung, die ihm eine tiberaus groBe Zahl praktisch wichtiger 
Arbeiten erméglichte, iiber die das nachfolgende Verzeichnis AufschluB gibt. Daneben 
hielt er an amerikanischen Universitaten Vorlesangen tiber Elastizitats- und Plastizi- 
taitstheorie; die angesehene Stellung Nadais im wissenschaftlichen Leben der USA 
kommt in seiner Fellowship und Mitgliedschaft mehrerer amerikanischer Gesellschaften 
zum Ausdruck. 

Nadais konziliantes Wesen hat ihm die Freundschaft aller jener erworben, die mit 
ihm in Bertthrung kamen. Mit seinen Lehrern Hurwitz, Stodola und Prasil verband 
ihn ebenso eine dauernde Freundschaft, wie sie ihn auch heute noch an Prandtl und 
andere engere Fachkollegen kniipft. Und wenn ich noch einen charakteristischen Zug Na- 
dais erwihnen darf, so ist dies seine Verehrung der GroBen der Tonkunst. Der Schreiber 
dieser Zeilen erinnert sich noch, wie er vor Jahren bei einem kurzen Besuch Nadais 
mit ihm alle Stétten in und um Wien aufsuchte, die mit dem Namen Beethovens 
verkntipft waren. 

Unser aller Wiinsche gehen dahin, da es Nadai nach bislang ebenso arbeits- wie 
erfolgreichen Jahren vergonnt sein mdge, noch lange in unverminderter Schaffens- 
freude zur Vermehrung unserer wissenschaftlichen Erkenntnisse beizutragen. 


Ernst Melan. 
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1. Untersuchungen der Festigkeitslehre mit Hilfe des Thermoelektrischen Temperaturmef- 
verfahrens. Dr.-Ing.-Dissertation 11. Jan. 1911, Technische Hochschule zu Berlin. Referent 
Dr. Eugen Meyer, Korref. E. Heyn. 55 S. 

. Die Forminderungen und die Spannungen von rechteckigen elastischen Platten. Forschungs- 

arb. Ver. dtsch. Ing. 1915, 87 8S. (auch Z. Ver. dtsch. Ing. 1914, 487). ’ 

Uber das Ausbeulen von kreisférmigen Platten. Z. Ver. dtsch. Ing. 1915, 169—178. 
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Z. angew. Math. Mechan. 1, 6—14 (1921). 
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1—5 (1924). 
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Z. Physik 30, 106—138 (1924). 
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: Die elastischen Platten, 3268S. Berlin: Springer-Verlag. 1925. 
- Die Vorgiange nach der Uberschreitung der FlieBgrenze in verdrehten Eisenstiiben. Z. Ver. 
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McGraw Hill Book Comp. 1950. 
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A. S.M. E. Trans. 74, 403—413 (1952). 
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Die ausgepriigte Streckgrenze als Stabilitatsproblem. 
Von F. Vitovec, Wien. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Rontgenspannungsmessungen haben ergeben, da auch bei weichem 
FluBstahl die plastische Verformung in Teilbereichen der Oberflache bereits bei Spannungen 
von der GréBenordnung der Einkristallstreckgrenze einsetzt. Unter der Annahme einer be- 
stimmten Verteilung der ortlichen Flie8grenzen wird die ausgepragte Streckgrenze des Vielkristalls 
als Stabilitatsproblem behandelt und der Einflu8 eines Spannungsgefalles untersucht. 


Summary. Tension measurements by way of X-rays have yielded the result that even 
with mild steel the plastic deformation starts in portions of the surface already with stresses 
having the dimension of the single crystal yield point. Assuming a specified distribution of the 
local yield limits the pronounced yield point is treated as a stability problem, whereby the in- 
fluence of the stress gradient is made the object of a special investigation. 


Résumé. Des mesures de tension par rayons X (Roentgen) ont montré que méme dans les 
aciers doux, la déformation plastique dans des parties de la région superficielle commence pour 
des tensions voisines des tensions propres de certains cristaux constituants. Supposant une 
répartition déterminée du yield point de chaque christal, le yield point caracterisé des aciers, 
est traité comme un probléme de stabilité. L’influence de la chute des tensions fait Vobjet 
@une étude spéciale. 


Verschiedene Werkstoffe zeigen eine ausgepriigte obere Streckgrenze, nach deren 
Uberschreiten die weitere Verformung bis zum Einsetzen der Verfestigung im all- 
gemeinen bei kleineren Spannungen, der unteren Streckgrenze, stattfindet. AuBer 
an weichem Stahl wurde diese Erscheinung an Messing!, Manganbronze? sowie 
an Aluminium und verschiedenen Aluminiumlegierungen® beobachtet. 

Die ausgepragte Streckgrenze gibt ein scharfes Kennzeichen fiir den Ubergang 
der elastischen in die plastische Verformung des Werkstoffes, das bei allen anderen 
Metallen fehlt. Diese Grenzspannung ist von ausschlaggebender Bedeutung fiir die 
Berechnung der Konstruktionselemente. Es wurde daher die Erscheinung der aus- 
gepragten Streckgrenze in sehr zahlreichen Abhandlungen untersucht. Hierbei hat 
sich gezeigt, da die Streckgrenze kein unveriinderlicher Kennwert des Werkstoffes 
ist, sondern vom Zustand des Werkstoffes und den Priifbedingungen wesentlich 
beeinfluBt wird. 

Vom metallkundlichen Standpunkt neigte man friither zur Ansicht, da® die aus- 
gepragte Streckgrenze auf eine Labilitiitserscheinung zuriickzufiihren ist, welche 
durch den Zusammenbruch eines Netzwerkes héherer Festigkeit (z. B. Korngrenzen- 

1 W. Késter: Uber das Verhalten von Messing an der Streckgrenze. Z. Metallkunde 19, 
304—310 (1927). 

* C. Bach und R. Baumann: Festigkeitseigenschaften und Gefiigebilder der Konstruktions- 
materialien, 2, Aufl, 8. 187 und 140. Berlin: Springer-Verlag. 1921. — A. V. de Ferest: Some 
Experiments on Plastic Elongation of Wire. Proc, Amer. Soc. Test. Mater. 16, Teil IT, 455 (1916). 

* C.F. Elam: Influence of Rate of Deformation on the Tensile Test. Proc. Roy. Soc. 


(London) 165/1, 568—592 (1938). — KH. W. Fell: Yielding Phenomena and Distorsion in Iron, 
Steel, Aluminium Alloy and Other Metals Under Stress. Iron Steel Inst. 26, 123—163 (1937) 
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zementit) hervorgerufen wird. Es hat sich jedoch gezeigt, da auch Einkristalle, 
bei welchen ja keine Korngrenzensubstanz vorhanden ist und auch die besonderen 
Gitterstérungen an den Korngrenzen fehlen, eine ausgepragte Streckgrenze auf- 
weisen konnen?. | 

Nach eingehenden Untersuchungen versucht man heute, die ausgeprigte Streck- 
grenze auf Grund des atomistischen Gleitvorganges zu erkliren® 6 7, Hierbei sollen 
bestimmte im Gitter an bevorzugten Stellen eingelagerte Fremdatome die Labilitits- 
erscheinung am FlieSbeginn verursachen. Das Auftreten einer ausgepragten Streck- 
grenze hangt danach vom Verteilungsgrad der Fremdatome ab, der durch Wirme- 
behandlung oder Verformung veriindert werden kann. 

Zur priiftechnischen Ermittlung der Kennwerte eines Werkstoffes sind gewisse 
Voraussetzungen erforderlich, die praktisch nur angenihert erfiillt werden kénnen. 
Bei Bestimmung der Streckgrenze im Zug- und im Druckversuch wird angenommen, 
da die Spannungsverteilung homogen ist, das heiBt da bei Belastung in jedem 
Elementarteilchen des Werkstoffes ein gleichartiger und gleichgroBer Spannungs- 
zustand herrscht. Beim Biege- und Torsionsversuch wird angenommen, dak die 
Spannungen von der Randfaser zur Nullachse linear abfallen. Vom Werkstoff wird 
vorausgesetzt, da er beziiglich seines FlieBverhaltens homogen ist. SchlieBlich 
hangt auch die Lastanzeige bei plétzlicher Anderung des Verformungswiderstandes 
von der Bauart der Priifmaschine ab. Wird durch Anderung des Verformungs- 
widerstandes die Verformungsgeschwindigkeit gréBer als die Belastungsgeschwindig- 
keit, treten also Beschleunigungen auf, so fithren diese zu einer kleineren Lastanzeige, 
als dem tatsachlichen Verformungswiderstand entspricht. Der scheinbare Lastabfall 
ist von den Federungseigenschaften des Prifsystems abhiingig. Es kénnte daher 
moglich sein, daB ein Spannungsabfall an der oberen Streckgrenze durch die Priif- 
maschine vorgetaiuscht wird. Im allgemeinen sind die Beschleunigungen, welche 
durch die Anderung des Verformungswiderstandes auftreten, viel kleiner als die 
Erdbeschleunigung, so daB bei Maschinen mit unmittelbarer Gewichtsbelastung kein 
Spannungsabfall stattfinden kann. 

Der geforderte ideale Spannungszustand in den Proben kann praktisch nie erreicht 
werden, da die Kraftiibertragung von der Priifeinrichtung auf die Probe stets von 
Teilbereichen der Oberflache aus erfolgt und in diesen Bereichen zu einer ungleich- 
maBigen Spannungsverteilung fiihrt. Dadurch treten an den genannten Stellen 
Spannungsiiberhéhungen gegeniiber der rechnerischen Mittelspannung auf, welche 
den FlieBbeginn bestimmen. Den 6rtlichen Spannungserh6hungen durch die Kraft- 
einleitung iiberlagern sich solche, die durch die Form der Probe bedingt sind. So 
tritt bekanntlich bei Zugproben an den Ubergingen von Stabschaft zum Einspann- 
kopf eine Kerbwirkung, also eine ungleichmaBige Spannungsverteilung tiber dem 
Probenquerschnitt mit den gréBten Spannungen an der Oberflache auf. Entspricht 
weiters die Kraftiibertragung nicht den geometrischen Bedingungen, so daf sich 
eine weitere Belastungsart iiberlagert, so ergibt sich ebenfalls eine ungleichmafige 
Spannungsverteilung, das heiBt eine rtliche SpannungserhOhung iiber der 
rechnerischen Mittelspannung, die unberiicksichtigt bleibt. Solche Fehler entstehen 
z. B. beim Zug- und beim Druckversuch durch AuBermittigkeiten der Kraftiibertragung, 


4M. Gensamer: The Yield Point in Metals. Technical Publication Nr. 894, Amer. Inst. 
min. metallurg. Engr., Februar 1938. 

5 W. Koster: EinfluB der Zustandsainderungen unterhalb A, auf die Eigenschaften des 
technischen Eisens. Arch. Eisenhiittenwes. 21, 305—314 (1950). 

6 G. Masing: Streckgrenze und Alterung bei weichem Stahl. Arch. Eisenhiittenwes. 21, 
325 (1950). — E. Houdremont: Arch. Hisenhtittenwes, 22, 36—64 (1951). 

7 FB. Vitovec: Uber die athermische Plastizitat und die Kerbwirkung beim Gleitvorgang. 
Osterr. Ingenieur-Arch. 6 (1952). 
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beim Biege- und Torsionsversuch durch Zugspannungen, welche durch die Auflagerung 
hervorgerufen werden. An der Stelle der gré8ten Beanspruchung, meist den Uber- 
gangsstellen der Probe von Einspannung zu Priifabschnitt, wird die FlieBgrenze zu- 
erst. tiberschritten, es setzt die plastische Verformung ein, die sich nach und nach tiber 
die ganze Probe erstreckt*. Es ist daher verstandlich, daf sich bei Zug-, Druck-, Biege- 
und Verdrehungsversuchen die zum Teil nur értlichen Abweichungen des Spannungs- 
verlaufes vom rechnungsmaBigen in Unterschieden in der nach den verschiedenen Priif- 
verfahren, jedoch am gleichen Werkstoff ermittelten Streckgrenze bemerkbar machen. Da 
man dabei systematische Fehler begeht, ergeben sich auch systematische Abweichungen. 
So kann man bei mechanischen Priifverfahren, bei welchen ein Spannungsgefalle 
auftritt, eine FlieBgrenzenerhdhung feststellen, wenn man den linearen Spannungs- 
abfall, wie er sich nach der Elastizitatstheorie ergibt, der Rechnung zugrunde legt. 
Zahlreiche Erklarungsversuche fiir diese Streckgrenzenerh6hung wurden ver6ffent- 
licht®. Neben verschiedenen anderen Theorien behauptet sich vor allem heute die 
Vorstellung der ,,Stiitzwirkung“, welche bei Vorhandensein eines Spannungsgefalles die 
weniger beanspruchten Teile auf die héher beanspruchten austiben sollen, womit 
schlieBlich eine Streckgrenzenerhéhung erklirt werden konnte. F. Rinagl’® konnte 
durch angeniherte Beriicksichtigung des wahren Spannungsverlaufes am Biegeversuch 
nachweisen, daB die Streckgrenzeniiberhohung durch die dem iiblichen Berechnungs- 
verfahren zugrunde gelegten Voraussetzungen groBtenteils vorgetaéuscht wird. Es 
mag jedoch nicht in Abrede gestellt werden, daB bei Vorhandensein eines Spannungs- 
gefalles eine gewisse Stiitzwirkung und damit eine Erhohung der FlieBgrenze! auf- 
tritt, doch kann man diese Frage erst beurteilen, wenn man dem wirklichen Spannungs- 
zustand Rechnung tragt. 


Systematische Untersuchungen tiber die Streckgrenze von weichem Stahl beim 
Zugversuch von E. Siebel, S. Schwaigerer, A. Krisch und H. Esser, F. Ubel’8 
und E. Siebel und S. Schwaigerer!* haben ergeben, da unter den Voraussetzungen 
gleich groBer Spannungen tiber dem Querschnitt bei weichem FluBstahl eine aus- 
gepragte Streckgrenze auftritt, nach deren Erreichen das FlieBen einsetzt. Bei unmittel- 
barer Gewichtsbelastung verliuft die Spannungs-Dehnungs-Linie nach Uberschreiten 
der Streckgrenze waagrecht. Bei zwangsliufiger Dehnung des Priifstabes fallt die 
Belastung bzw. Spannung nach Erreichen der (oberen) Streckgrenze auf einen kleineren 
Wert, der unteren Streckgrenze ab. Der Verlauf des Lastabfalles ist durch die 
Federungseigenschaften des Systems Probe—Priifmaschine bedingt. Anderungen 
der Belastungsgeschwindigkeit innerhalb der tiblichen Grenzen haben auf die obere 


8 W. Kuntze und G. Sachs: Zur Kenntnis der Streckgrenze von Stahl. Z. Ver. dtsch. 
Ing. 72, 1011—1016 (1928). — F. Vitovee und A. Slibar: Bestimmung der Form der beim 
Zugversuch sich ausbildenden Hinschniirung. Osterr. Ingenieur-Arch. 4, 75—88 (1950). 

® Vgl. die zusammenfassenden Darstellungen bei F. Rinag!: 1. ¢., bzw. J. Fritsche: Grund- 
lagen der Plastizitaétstheorie. 2. Kongr. d. int. Vereinigung f. Briickenbau u. Hochbau. Berlin- 
Miinchen. 1936. 

10 F. Rinagl: Uber die FlieBgrenze bei Zug- und Biegebeanspruchung. Bau-Ing. 17, 431—442 
(1936); Z. Ver. dtsch. Ing. 80, 1199 (1936). : 

1 Vgl. F. Bollenrath und A. Troost: Wechselbeziehung zwischen Spannungs- und Ver- 
artniceoe aD Arch. Hisenhiittenwes. 21, 431—436 (1950); 22, 327—335 (1951); 28, 198201 

Ne 

@ KE. Siebel, 8S. Schwaigerer, A. Krisch und H. Esser: Die Streckgrenze beim Zug- 
versuch unter besonderer Beriicksichtigung des Einflusses der Belastungsweise und der Maschinen- 
federung. Arch. Hisenhiittenwes. 11, 319—328 (1937/38). 

8 KF. Ubel: Der Einflu8 der Einspannbiegung auf den Verlauf der Spannungs-Dehnungs- 
Kurve beim Zugversuch. Arch. Hisenhiittenwes. 11, 329—336 (1937/38). 

“4 KE. Siebel und S. Schwaigerer: EinfluB der Priifbedingungen auf die Ausbildung der 
Streckgrenze bei weichem Fluf8stahl. Arch. Hisenhiittenwes. 18, 37—52 (1939/40). 
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Streckgrenze einen geringen, auf die untere Streckgrenze einen erheblichen EinfluB. 
Uberlagert sich der reinen Zugbeanspruchung eine Biegebeanspruchung, tritt also 
ein bestimmtes Spannungsgefille auf, so wird die obere FlieBgrenze vermindert. 


Auer den genannten Einfliissen sind auch noch die durch den Werkstoff be- 
dingten zu beriicksichtigen. Bekanntlich sind die technischen Werkstoffe nicht ideal 
homogen, so da8 durch Ungleichmafigkeiten im Werkstoff auch ungleichmaBige 
Verformungen entstehen, die schlieBlich zu einer Verinderung des Beanspruchungs- 


zustandes fiihren. Dies hat drtliche Spannungsiiberhéhungen zur Folge, welche die 
Streckgrenze beeinflussen’, 


Neuere réntgenographische Untersuchungen" haben ergeben, daB sich auch bei 
Stahl einzelne an der Oberfliche liegende Kristallite bereits bei Spannungen plastisch 
verformen, die in der GréBenordnung der Einkristallstreckgrenze liegen. 


Die Versuche von F. Bollenrath, V. Hauk und E. Osswald!*, A. Schaal!” 
und F. Bollenrath und E. Osswald!® zeigen weiterhin, da an der Oberfliche die 
plastische Verformung im Mittel bei Spannungen von der halben Streckgrenze 
beginnt. Dies ist nach F. Vitovec und A. Slibar! auf Grund der gegenseitigen 
Verformungsbehinderung der Kristallite zu erkliren. Wie bekannt, erfolgt die plastische 
Verformung kristalliner Werkstoffe unterhalb der Rekristallisationstemperatur vor- 
wiegend durch Gleitung auf bestimmten kristallographischen Ebenen. Die viel- 
kristallinen metallischen Werkstoffe sind aus einer grofen Anzahl miteinander ver- 
wachsener Kristallite aufgebaut, deren Gleitflichenorientierungen untereinander 
nicht tibereinstimmen. Bei der plastischen Verformung eines Vielkristalls werden 
daher wesentliche Gitterverzerrungen hervorgerufen. 


Der Verformungswiderstand des vielkristallinen Werkstoffes wird demnach durch 
den Gleitwiderstand in Richtung der kristallographisch bestimmten Gleitflichen, 
durch den Winkel, den die zur Wirkung kommenden Gleitflaichen mit der Verformungs- 
richtung einschlieBen, und durch die gegenseitige Behinderung der einzelnen, mit- 
einander verwachsenen Kristallite bestimmt. Untersuchungen tiber den Mechanismus 
der Verformung im Vielkristall lassen sich daher nur auf Grund statistischer Uber- 
legungen durchfiihren. Mittelwertbildungen des Gleitwiderstandes tiber alle Gleit- 
flichenorientierungen des Vielkristalls wurden von G. Sachs®? unter Vernachlassi- 
gung des Zusammenhanges der Kristallite durchgefiihrt. 


Um auf die Frage der gegenseitigen Werformungsbehinderung der Kristallite 
naiher einzugehen, ist zu untersuchen, in welchem Ma8e die ein bestimmtes Korn 
umgebenden Kristallitschichten an dessen FlieSbehinderung beteiligt sind. Die Kin- 
wirkung einer beliebigen (kugelférmigen) Kristallitschicht (kollektiv) auf ein mittiges 
Bezugskorn hingt wesentlich von der Orientierung ihrer Elemente zum Bezugskorn 
ab. Die gegenseitige Gleitbehinderung wird um so grofer sein, je mehr die kristallo- 
graphischen Orientierungen zweier Kérner im Mittel voneinander abweichen. Die 


1 G.Fronmeyer und E.G. Hofmann: R6ontgenographische Spannungsmessungen an 
einzelnen Kristalliten eines auf Zug beanspruchten Stahles. Z. Metallkunde 48, 151—158 (1952). 

16 F, Bollenrath, V. Hauk und E. Osswald: Réntgenographische Spannungsmessungen 
bei Uberschreiten der FlieBgrenze an Zugstiiben aus unlegiertem FluBstahl. Z. Ver. dtsch. Ing. 88, 
129—132 (1939). 

7 A. Schaal: Z. Metallkunde 36, 153 (1944). 

18 F. Bollenrath und E. Osswald: Roéntgenographische Spannungsmessung bei Uber- 
schreiten der DruckflieBgrenze an unlegiertem Stahl. Z. Ver. dtsch. Ing. 84, 539-541 (1940). 

19 F, Vitovec und A. Slibar: Uber den Einflu® der freien Oberflaiche auf die Verformungs- 
behinderung im vielkristallinen Werkstoff. Schweiz. Arch. 16, 76—80 (1950). 

2 G. Sachs: Zur Ableitung ciner FlieBbedingung. Z. Ver. dtsch. Ing. 72, 734—736 (1928). 
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Behinderungsbeitrage der ein Korn umgebenden Schichten nehmen mit gréBer 
werdendem Abstand von diesem zunichst langsam ab und konvergieren nach einigen 
Kornabstinden rasch gegen Null??. 


In der unendlich ausgedehnten Probe sind simtliche Kristallite im Mittel gleich 
stark an der Verformung behindert. Bei endlichem Kérper hat jedoch die freie Ober- 
fliche und damit die Form und GréBe der Probe mitunter einen wesentlichen EinfluB 
auf das Verformungs- sowie auf das Festigkeitsverhalten. Fitr Kristallite in Ober- 
flichennihe ist der fiir die maximale Behinderung erforderliche Behinderungsbereich 
unvollstindig; es fehlen Kristallite zur Verformungsbehinderung. Ein an der ebenen 
Oberfliche liegendes Korn wird im Grenzfall lediglich einen nahezu halbkugelformigen 

Bereich umschrieben haben. Solche 


qa Kristallite verformen sich bei niedri- 
plastischer clastischer geren Spannungen als die im Inneren 
Anteil Antel! der Probe gelegenen. Fiir Kristallite, 


die unmittelbar an der ebenen Ober- 
flache liegen, ist daher die Verfor- 
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Abb. 1. Schematische Darstellung des FlieBgrenzen- Abb. 2. Verlauf der Spannungs-Dehnungs- 
verlaufes tiber dem bezogenen Querschnitt der Probe. Linie eines Raumelementes. 


mungsbehinderung im Mittel nur halb so groB als fiir Kristallite im Inneren der Probe’. 
Ortliches FlieBen wird daher im Mittel bei einer Spannung einsetzen, die sich aus der 
Summe der mittleren EinkristallflieBgrenze und etwa dem halben Wert der Spannungs- 
erhohung durch Verformungsbehinderung (Spannungsverfestigung) ergibt. 


Mit Hilfe der Rontgenspannungsmessung konnte festgestellt werden, daB beim 
Biegeversuch keine Spannungsiiberhdhung auftritt?2. Uberschreitet nimlich die 
Randspannung die Zugstreckgrenze, so beginnt das FlieBen und es entsteht ein 
Spannungszustand, wie er in der Rinaglschen Theorie vorausgesetzt wird. 


Infolge der statistischen Schwankungen der Orientierungen der einzelnen Kristallite 
und der Verformungsbehinderung durch die Umgebung wird die Flie8grenze mancher 
Kristallite sogar iiber der mittleren Streckgrenze der Probe liegen. Mit Beriicksichti- 
gung des Oberflacheneinflusses ergibt sich dann ein Verlauf der FlieBgrenzen iiber 
dem Querschnitt einer Probe, ohne dai} zunachst Niaheres iiber die drtliche Verteilung 
der Spannungen etwas ausgesagt wird, wie er in Abb. 1 schematisch dargestellt ist. 


“1 A. Slibar und F. Vitovec: Uber den Wirkungsbereich der Spannungsverfestigung. 
Schweiz. Arch. 16, 80—84 (1950). 

* F. Bollenrath und E, Schiedt: Réntgenographische Spannungsmessungen bei Uber- 
schreiten der FlieBgrenze an Biegestiben aus FluBstahl. Z. Ver. dtsch. Ing. 82, 1094—1098 
(1938). — R. Bécklen und R. Glocker: Réntgenographische und mechanische Untersuchung 
des FlieBvorganges bei Biegung. Z. Metallforsechung 2, 304-309 (1947) 
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Der Verlauf der értlichen FlieBgrenzen iiber dem bezogenen Querschnitt der 
Probe kann etwa durch folgende Funktionen dargestellt werden: 


obere Streckgrenze: Hee = ky Ge" (1) 


so > 


_untere Streckgrenze: le he Oa (2) 


Darin bedeuten F) den Gesamtquerschnitt der Probe, f jenen Querschnittsanteil, 
in welchem die obere FlieBgrenze iiberschritten ist, sowie k,, &, und n Konstanten. 
Die Kinkristallstreckgrenze kann als vernachlissigbar klein gegentiber der Viel- 
kristallstreckgrenze angenommen werden, so da die Verteilungskurve ohne nennens- 
werten Fehler bei der Spannung Null beginnt. Weiters kann man annehmen, dab 
fir einen infinitesimalen Flichenteil df die Spannungs-Dehnungs-Linie so verliuft, 
wie sie in Abb. 2 schematisch dargestellt ist. Danach sinkt nach Uberschreiten der 
oberen Streckgrenze der értliche Verformungswiderstand auf die untere Streckgrenze 
und bleibt dann unverinderlich. Setzt man voraus, daB die Querschnitte eben blei- 
ben, das heiBt daB alle Teilehen der Probe eine gleichgroBe Forminderung erfahren, 
so kann man fiir reine Zug- bzw. Druckbeanspruchung folgende Gleichgewichtsbedin- 
gung aufstellen: 
j* 
Fi ea 6... af a, (Ps —f*): (3) 
0 


o,, bedeutet die rechnungsmiBige mittlere Spannung. 
Setzt man Gl. (1) und (2) in Gl. (3) ein, so ergibt sich die mittlere Spannung o,,, 
als Funktion der Dehnung « zu: 


( 
Mecsas tonite 
w 


lin 
Pees) Paris | 
ky 1+n ie I _) 


Die Spannung o,, hat ein Maximum bei der Dehnung 


e / l+n\ ]1/n 
eee : 
1/(n + (a, aes me ] ; (5) 


Mit Gl. (5) ergibt sich aus Gl. (4) die zugehdrige mittlere obere Streckgrenze o,,. 


1 
Exr = E 


\ 


Das Kriterium fiir Erreichen dieser Streckgrenze ergibt sich dadurch, daf_ bei 
Dehnung um de der Verlust an Tragvermégen durch Absinken der Spannung von 
der oberen auf die untere Streckgrenze gréBer wird als die Zunahme durch Erhéhung 
der Spannungen im 'elastisch verformten Restquerschnitt. Damit ist die Ausbildung 
einer ausgepragten Streckgrenze mathematisch auf ein Stabilitaétsproblem zurtick- 
gefiihrt, wobei beriicksichtigt wurde, dais in Teilbereichen des Werkstoffes die Streck- 
grenze schon unterhalb der mittleren im mechanischen Priifverfahren bestimmten 
Streckgrenze tiberschritten wird, wihrend in anderen Bereichen die 6rtliche Streck- 
grenze iiber der versuchsmaBigen liegt. Es braucht hierzu keine Aussage gemacht 
zu werden, wie die tatsichliche 6rtliche Verteilung der Streckgrenzen ist. 

Zur Uberpriifung der Formeln wurden Zugversuche mit einem normalgegliihten 
Elektrostahl von 0°11% C, 0°50% Mn, 0°19% Si, 0°03°% S und 0:01% P ausgefiihrt. 
Um die Kerbwirkung durch die Probenform weitgehend zu vermindern, wurde der 
Ubergang von Stabschaft zu Einspannknopf hyperbolisch ausgefithrt. Zur méglichsten 
Vermeidung von Biegespannungen wurden die Stabe mit Gewindekdpten versehen 
und kugelig gelagert. ; 

Die mittlere obere Streckgrenze betrug o,, = 29 kg/mm?, die mittlere untere 
Streckgrenze 6, = 23°2kg/mm?. Mit den zugehdrigen Dehnungen ergibt sich ftir 
eat 232. kb, —=19°556: 10-8, ke5 90 =. L088, C42 oo ke om und” .¢,,* = 


/ 
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= 24kg/mm?. Die obere Streckgrenze wird erreicht bei o,,,, = 30°27 kg/mm? und 
einer Dehnung von ¢;, = 0°138%. Die mit diesen Werten aus Gl. (4) ermittelte 


mithere Spennung bp ‘a kg/mm? 


16 1 t 1 1 
0 G05 i) ea 1 G2 
Dehnung E tn % 


Abb. 3. Mittlere Spannungs-Dehnungs-Linie 
nach Gl. (3). 


j* 
P= Ops Bg \Gaae Be ah 
0 


ea 
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Abb. 4. Schematische Darstellung der Spannungs- 
verteilung bei einem konstanten Spannungsgefalle. 


Unter Beriicksichtigung von Gl. (1) und (2) ergibt sich fiir die mittlere Spannung o 


1+n 
n pas 


Spannungs-Dehnungs-Linie ist in Abb. 3 
dargestellt. 

Zur Untersuchung, wie sich ein Span-. 
nungsgefille auf die Streckgrenze aus- 
wirkt, miissen fiir die 6rtliche Verteilung 
der Streckgrenzen bestimmte Annahmen 
gemacht werden. Es sind daher zuniachst 
nur qualitative Aussagen moglich. So 
kann man beispielsweise annehmen, dal 
die ortlichen FlieBgrenzen von der Ober- 
fliiche der Probe nach dem Inneren ent- 
sprechend Gl. (1) und (2) ansteigen. Es 
sei zunichst untersucht, wie sich bei einer 
zentralsymmetrischen Probe ein eben- 
solcher Eigenspannungszustand bei Zug- 
oder Druckbeanspruchung auf die mitt- 
lere Streckgrenze auswirkt. Es wird an- 
genommen, da das Spannungsgefille kon- 
stant ist, womit (F, — f)/Fy) = o,, /C. 
C bedeutet die Neigung des Spannungs- 
gefalles, o,,’ ist Abb. 4 zu entnehmen. 
Fiir Gleichgewicht. ist 


Bef) Se he Sate (6) 
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Abb. 5. Hinflu8 des Spannungsgefiilles 
auf die mittlere Streckgrenze. 
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Se ee 2 -+- I ; n+ ‘ 
Om ] a n = hy ln : Oiene ; ‘ Oso sy ky Onn” — (1 oo k, eel a C/2. (7) 
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Die mittlere Spannung erreicht ein Maximum bei einer bestimmten ortlichen oberen 
Streckgrenze o,,, wenn das Spannungsgefiille folgenden Wert annimmt: 
Ln 


n——__— (n+ 1) ky] 0,,% + 1 

Trae "Liat eee Ed 3 

(nk,2 0,,2%—1—n eiag  3 ®) 

Mit Hilfe von o,, und C;, kann das zugehorige o,, aus Gl. (7) berechnet werden. Die 
zugehorige mittlere Dehnung kann man etwa nach Abb. 4 zu 


En = \o4, ae C (dey Cee her x) |/# (9) 
bestimmen. | 
Mit den aus dem Zugversuch ermittelten Konstanten wurde der EKinfluB des 
Spannungsgefiilles auf die Streckgrenze untersucht und in Abb. 5 dargestellt. Daraus 
ist ersichtlich, da das Spannungsgefiille nach dem dargestellten Mechanismus auf 
die Streckgrenze nur geringen Einflu8 hat. Es ist daher anzunehmen, daf fiir die 
beobachteten FlieBgrenzenerh6hungen auch eine Stiitzwirkung vorhanden sein muB. 
Ahnliche Uberlegungen lassen sich auch fiir den Fall der reinen Torsion anstellen, 
bei der das Spannungsgefiille vom Verformungsgrad abhangig ist. Hierbei ergibt 
sich jedoch auf Grund der Annahmen kein maximales Moment, sondern es steigt 
das Moment von Null stetig und monoton an und erreicht einen GréBtwert bei un- 
endlich groBer Verformung. Dies entspricht nicht den Versuchsergebnissen, da 
sowohl bei Biege- als auch bei Torsionsversuchen eine ausgeprigte Streckgrenze fest- 
zustellen ist. Die Ursache dieser Unstimmigkeit liegt, wie bereits vermerkt, in der 
Annahme einer bestimmten 6rtlichen Verteilung der Streckgrenzen, die nicht mit 
den wirklichen Verhiltnissen iibereinstimmt. Die Teilchen verschiedener Streckgrenze 
sind im Werkstoff statistisch verteilt. Dieser Verteilung iiberlagert sich der Hinflu8 
der freien Oberfliche. Man hat es daher auch beim Biege- und Verdrehungsversuch 
eher mit einem Fall zu tun, der der gleichmaBigen Beanspruchung, wie er fiir den 
Zug- oder Druckversuch vorgefiihrt wurde, ahnlich ist. 
Es ist naheliegend, daf durch Veranderung der ortlichen FlieBgrenzenverteilung 
auch die mittlere Streckgrenze veriindert werden kann. Solche Veranderungen 
sind z. B. durch Diffusion (Nitrieren usw.) oder teilweise plastische Verformung méglich. 


(Hingegangen am 8. Juni 1952.) 


Elastostatische Grundformeln fiir allgemeine krummlinige 
Koordinaten. 


Von J. Krettner, Miinchen. 


Zusammenfassung. Die wichtigsten Grundformeln der Elastizitatstheorie werden im Falle 
allgemeiner krummliniger Koordinaten mittels der Methode der Tensorrechnung ohne die tibliche 
Gleichgewichtsbetrachtung am Elementarkérper hergeleitet. Die Ergebnisse werden auf Kugel- 
und Zylinderkoordinaten angewandt, in der Absicht, die Sonderbehandlung der Rotationsschalen 
vorzubereiten. 


Summary. The basic formulas of the theory of elasticity are derived by means of the tensor 
calculus for the case of general curvilinear coordinates, without considering, as usual, the 
equilibrium of the volume elements. The results are applied to spherical and cylindrical 
coordinates, and it is itended to prepare a special treatment of rotation shells. 


Résumé. Les formules fondamentales de la théorie d’élasticité sont déduites, en cas de 
coordonnées générales curvilignes, par la méthode de calcul des tenseurs, sans la considération 
usuelle de l’équilibre des corps élémentaires. On applique les résultats aux coordonnées sphériques 
et cylindriques pour préparer le traitement spécial des surfaces de rotation. 


12 J. Krettner: 


1. Einleitung. 


In vielen elastostatischen Untersuchungen ist es erforderlich, besondere (meist 
krummlinige) Koordinaten einzufiihren und die Formeln auf dieses Bezugssystem 
zu transformieren. Die vielfach tbliche Betrachtung eines diesen Koordinaten an- 
gepaBten Elementarkorpers erweist sich als ziemlich umstandlich und nicht immer 
vollstindig zuverlissig. Wir wollen daher im folgenden die Methode der Tensor- 
rechnung heranzielien, die es erméglicht, fast ohne Anschauung der Figur einen aut 
allgemeine Koordinaten beziiglichen elastostatischen Formelapparat zu gewinnen, 
aus dem alle Sonderfalle, z. B. auch die entsprechenden Formeln fiir Zylinder-, Kugel- 
und allgemeine schiefwinklige Koordinaten, ohne Schwierigkeit abgeleitet werden 
konnen. Die Entwicklungen verfolgen den besonderen Zweck, die Behandlung einiger 
technisch wichtiger Probleme, insbesondere die Statik der Rotationsschalen vor- 
zubereiten!. 


2. Allgemeine krummlinige Koordinaten im dreidimensionalen Raum. 


In einem dreidimensionalen Raum seien die Koordinaten der Raumpunkte als 
Funktionen dreier reeller Parameter wu’, wu’, u? gegeben 


f= TF Ww, eh (1) 


Damit ist auch der vom Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems zum Raum- 
punkt P fiithrende Ortsvektor r eine Funktion der drei Parameter r = r (wu, w*, wu) = 
3 


= »' x' (w, uw, uw) e;, wobei die Vektoren e; die Einheitsvektoren des kartesischen 
i=1 

Systems sind und der Bedingung e,:¢, = 1 bzw. 0 fir 1 =k baw. i + k geniigen. 

Fur das Differential des Ortsvektors dr ergibt sich, wenn die partielle Ableitung 


or : 
—; =; gesetzt wird: 
ou 
3 3 . 
i a "¥ 
dt = S"da' e; = (y= pd )e, =» ( rs ) dt = "ry, du. (2) 
as ouk Aue! \ heed OH a 
i=1 i=1 \k k ‘4 k 


Die drei Raumkurven, die entstehen, wenn man in r = r (wv, w?, u®) je nur einen 
Parameter veradnderlich annimmt, bilden das krummlinige Koordinatensystem mit 
den entsprechenden Tangentenvektoren r, als jeweilige Achsenvektoren. 


Das skalare Produkt des Differentials dr mit sich selbst ergibt die sog. metrische 
Fundamentalform in krummlinigen Koordinaten: 


(ds)? = de dr = D' 1, dui dv, du* = S(t; - r,) du' du’ = Sg, , dui du®. 
a k isk a, Lk 
Die skalaren Produkte r;- 1, baw. r;, +1; sind mit g;, bzw. g,; wie tiblich bezeichnet. 
Da mit dem Ortsvektor r auch dessen Ableitungen r, ortsabhingig sind, gilt dies 
auch fiir die g,;, als skalare Produkte der r,. 


Fir die krummlinigen Koordinaten wird nun, wie im affinen Koordinatensystem, 
ein reziprokes System durch die Vektoren 


yh SE ge (3) 
(vy Y ts) (ty Y Ts) : (ty Up V3) 


' Vgl. A. F. Green und W. Zerna: Philos. Mag., J. theor. exper. appl. Phys. London VII, 
41, 313—336 (1950). — J. Fadle: Ingenieur-Arch, 17, 62—70 (1949), — Ferner die Lehrbiicher 
fiir Vektorrechnung: M. Lagally: Vorlesung iiber Vektorrechnung. Berlin. 1949. — E. Lohr: 
Vektor- und Dyadenrechnung. Berlin. 1939. — A. Lotze: Vektor- und Affinoranalysis. Miinchen. 
1950. F. Ollendorff: Welt der Vektoren. Wien. 1950. : 


a Fostaticohea , Foye Say ; tn} ' } a 
Klastostatische Grundformeln fiir allgemeine krummilinige Koordinaten. 13 


mit Crate) baw 0 firs kb baw. =. h eingeftthrt. Das skalare Produkt ry’: r* 
wird mit g’* bezeichnet. 


Bezeichnet man die Determinante der Vektoren des krummlinigen Systems mit 
J = |gix| und die des reziproken Systems mit g = |g'4|, so gilt stets g-g — 1. 


Man kann nun den Ortsvektor tr, je nachdem wir diesen auf das r,-System oder 
auf das r*-System beziehen, in der Form ry = ’w'r, baw. r = >’ u, v' darstellen. Fiir 


. . . am 2 
die Projektionen des Vektors auf die Achsen des krummlinigen Systems ergibt sich 
damit 


3 
Da? Oe ae ae ee 
UY; = 4, =, Gin, (4) 
k=1 
fiir die Projektionen auf die Achsen des reziproken Systems dagegen 
3 
real = Sig uy, (5) 
k : 
womit zugleich der Zusammenhang zwischen den sog. kovarianten Komponenten w, 
und den kontravarianten Komponenten u* gegeben ist. 


Ist nun y = vy (r) = v (wt wu) ein dem Raumpunkt P mit dem Ortsvektor r 
zugeordneter Vektor, so erhilt man fiir das Differential des Vektors », wenn man 
: ; 4: 
die Ableitung =. =, setzt: 
ou 
dy =>) du". (6) 
i=1 
Aus (2) erhalt man durch skalare Multiplikation mit den reziproken Vektoren 
ré- dy = du‘, womit das Differential des Vektors v 


Moe) =D) dee, = deo Dx, == de B 
i i a 
wird. Dabei ist 
B= Dry; (7) 


ein Tensor II. Stufe, der sog. Gradiententensor des Vektors »y. Das Differential dy 


ist somit das skalare Produkt des Differentials dr mit dem Gradiententensor von v. 
53 


Der zu diesem Tensor & konjugierte Tensor B ist durch 8 = ¥'v, tr’ gegeben. 


4=1 


3. Grundformeln der Elastizitaét in krummlinigen Koordinaten. 


Werden nun in einem elastischen Medium den Punkten P durch irgendeine 
Deformation die Verriickungen » zugeordnet und erfahrt der Punkt P,) die Ver- 
riickung ¥9, so erfahrt der vom Punkte P) um dr entfernte Punkt P die Verriickung 


i= 5 + de: (8) 
Man kann den Gradiententensor als Summe seines symmetrischen Teiles 
1 4 ss 
D= 7 (B+ &) (9) 


und seines asymmetrischen Teiles 
1 
A= > (B— &) 


in der Form 


V=D+H 
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darstellen. Der asymmetrische Teil des Gradiententensors bewirkt eine infinitesimale 
starre Drehung des Bereiches um P, der symmetrische Teil eine reine Deformation. 
Multipliziert man den Tensor der reinen Deformation skalar mit dem Vektor 1,, so 
erhalt man den Vektor 


3 
1 . ; 
Te DZ lhe + Alte ET: 


Durch nochmalige skalare Multiplikation mit dem Vektor r, ergibt sich die skalare 
GroRe 


die im Falle o = 0 in 
pe = lp he) = ee (10) 
iibergeht. 

Ux fi : 
Teg? 280 te = [tal tes 
so wird D,, = {tol [tol i (ic: D) und D,, = |r,|?i,- (i,:D). Bekanntlich wird nun 
die Dehnung in Richtung des Vektors r, durch 


Bezeichnet man den Einheitsvektor in Richtung r, mit i, = 


Exoir= tet gn®) =— (11) 


und die Winkelausweitung der beiden Vektoren r, und r, durch den Ausdruck 


L 2p (se +3) (12) 
Lg eh mers ae o o 
$ V9oe9oo— Goo? ; Je Ioo 7 
gegeben. 
Setzt man den Vektor » der Verriickung mit kovarianten Komponenten an, 
3 
p= D’»v, ri, so wird 
i=1 


1 1 OW, er’ 
E D = De) ea ea = li ee 
Pa logs hs aes Vane (To - Ye) Joo | ou® T a (% due 
' t=1 
und fiir die Groen D,, erhalt man: 
1 1 | %, ov, ér ort 
a ee aye en = 2 1 oN a alts 
Dea = Dag = Ute" Yo) + lta" MN = ZLB tae t+ Dy Me to Soe the Gas] 
a 
" Or, dr! ' ‘ * 
Setzt man hi ie und Pe Tica ¥ und verwendet die bekannten Cristoffel-Symbole 
U COU 


3 

rer, =e, und r,:t,,=—1,;, mit der Beziechung I,,°= D' g* I,,;, 80 ergibt, 
. . . Set 

da r,-1‘=konst., die Ableitung nach k 1,-1r', = —JI,',. Die I, =I ,, sind 

dabei nach der bekannten Formel i 


aus den g;; zu berechnen. 
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Mit diesen Symbolen erhalten wir: 


1 Wo be i i ; 
te =a lap Tee (13) 
nis t=1 
D D : paid Roa vo 93 Tt 
GS pe Rh Bese a, = orig %o zk us) 


da I,(=T,,' ist. 


Q 


; Fir krummlinige orthogonale Systeme vereinfachen sich die Formeln 
insofern, als zuniichst alle g;, = v,- 1, —g,,; = 0 sind fiir i + k. Wir erhalten fiir 
: 1 : ‘ : 
die Dehnungen «,, = —— D,, und fiir die Winkelausweitungen 
1 : 
aS 5 Mee (16) 
IooIac : 


Fiir eine im ganzen Raum konstante, sonst beliebige Basis verschwinden 
alle Ableitungen der Achsenvektoren und damit auch alle Ableitungen der g;;, was 
zur Folge hat, dafS auch alle L,;, und J',,’ Null werden. 


aa €o6 — / 


(ety iy Fea Dees i 


Q 20 Se 2 ‘ 
Ino Joo du 2 \ au? ou? * 


(17) 


1 1 &%, 1 (= av, 


Fir ein beliebiges schiefwinkliges, geradliniges System ergeben sich 
die Werte 


uk our | 


= I DD = 
re Joo oul oa 2 


1 &, 1 (= =| 
Fiir ein geradliniges rechtwinkliges System sind alle g;, —0 und falls 
die Vektoren r, Einheitsvektoren sind, g;; = 1. Es ergeben sich in diesem Falle die 
bekannten Formeln: 


ov, ov, Ove 
Soe — he = 2D = << 
S aie ? arc (sie ea = 
ae cue = due bu? 


(18) 


4, Spannungstensor in krummlinigen Koordinaten. 
Betrachtet man um den Raumpunkt P ein Parallelflach mit den Kanten parallel 
zu den Achsen des krummlinigen Systems im Punkte P, so sind die flichennormalen 


k 
Einheitsvektoren durch die reziproken Vektoren 1° = ae gegeben. Ist p, die 


reduzierte Spannung, die auf dasjenige Flachenelement wirkt, welches aut dem 

Vektor n’ senkrecht steht und sind p‘* die Projektionen dieser reduzierten Spannung 

auf die Achsenrichtungen n*, so gilt p’* = n*-), und der Spannungsvektor »,; kann 

in der Form p; =») p'* n, angesetzt werden. Der Spannungstensor selbst ist dann 
3 i 


durch © = >" p, 1; gegeben oder, wenn wir die Werte fiir die »,; einsetzen, durch: 
1=1 


Da n, = |r*| 1, ist, erhalt man fiir die Spannungskomponenten in bezug auf die 
einzelnen Achsenrichtungen die folgenden Werte: 
ae = 1 - (r7- S) = J" p** (07+ m4) (1? a) = Div [a [er (0 + 1) (+ te) = Pe "| [eI 


ay 
i,k i,k 


gg == Uy * (to S) = D7 p** (tg * M4) (to > He) =) BD [t"| It] gos Gor: 


i, k i, i 
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Fiir die Projektion der Spannung ), auf die reziproke Achse x? folgt: 


3 3 S é 
rep, =r: > pn, = Dp (2+ n,) = D pi [et] (ce - t,) = pte [xe] = a*?. (20) 
k=t1 k=1 co 


Bezieht man die Spannungskomponenten auf diese Werte, so erhalten wir: 


Geo seg anes | 
3 (21) 
Moa aa pos Iv" Joi Iok ax | 
i,k=1 
und der Spannungstensor kann in der Form geschrieben werden: 
CPN eae 2 Filia? 
bzw (22) 
~ Dah fl i bt +k 
6 = 14,0 = DY el 906, Oe: | 


tie 4,k o,¢ 


5. Gleichgewichtsbedingungen in krummlinigen Koordinaten. 


Die Bedingung des Gleichgewichtes deformierbarer Kérper zwischen den auferen 
Kraften und den inneren Spannungen in irgendeinem Punkt des Spannungsfeldes 
lautet bekanntlich: 

div © -—- f= 


Dabei ist © der Spannungstensor und St die a4uBere Kraft. Um die Divergenz des 
Spannungstensors zu erhalten, wird zunachst der Gradiententensor grad = 7 © 
von © berechnet und daraus dann durch Verjiingung die Divergenz gewonnen. Nun ist 
3 
crad Gy = Oye 
at 


Mit © — Y’a‘'r,v,, als ortsabhaingiger Tensor ergibt sich also: 


fia Te: 
3 me i \ 
: ox a* y. r, ea’! <7 Oke co Cte 
ad Oe Se ay r,t, + ai*—*y, + at*y, —* 
— ou — ou® Ou- ours 
(Qh th = va \i, & 
sai 
— »’ r,t, +a (r2 rote + 2%; te o)|- 
ar oue 
Q,UK 
Da rv? -1;. = J;,° ist, koénnen wir den Vektor r;, in der Form 1;, = >’ I,J 1; dar- 


stellen und erhalten damit bei geeigneter Anordnung der inte grad © = 


38 . 
aa’ * z : 
= pe tile | ee SN a*l,,,' + a"* I,,.*)|, also einen Tensor IT. Stufe, der durch 


ou? 


Ove = 1 
Verjiingung in die Divergenz des Tensors © iibergeht. 


ik 


F ~ =] 0a I . < eet : 
div S = Z pata + > (a"* te ee +- q. I n *) . (23) 
eg n 


2 


Setzen wir noch den Vektor der tiuBeren Kraft ® mit st = +’ K* x, an, so lauten die 


~ . . . . . . abs 
Ne aa ia in Richtung der krummlinigen Achsen r,: 
. 3 
” , 
s|- a + a» (a"* Dy i = an" va i*) =} Ke as ; (k se 18 2, 3). (24) 
ommeed out ’ 


i= 1 aed 
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Pir eine im ganzen Raum beliebige geradlinig schiefwinklige Basis nehmen die 
Gleichgewichtsbedingungen, da alle I’, Null sind, die einfachere Form 


ST aatk 
ye | 4 Kk = 0 


out 


i= 
an. 


6. Der Zusammenhang zwischen den Deformations- und Spannungskomponenten in 
krummlinigen Koordinaten. 


Der Zusammenhang zwischen dem Spannungs- und Deformationstensor ist durch 

das Hookesche Gesetz in seiner allgemeinsten Fassung gegeben. 
S=2uD+ ADS. 
Darin bedeutet } den Einheitstensor § = .»’g'* 1,1, baw. J = )) g; a r* und die 
i,k ik 

GréBe D den Skalar des Deformationstensors D. Wird die Konstante von Poisson 
mit & bezeichnet, so sind die beiden Konstanten von Lamé durch yu se und 
yy == gegeben. 

Durch zweimalige skalare Multiplikation mit den Vektoren r, bzw. r* erhalt man 
aus dem Hookeschen Gesetz die allgemeine Spannungs-Deformations-Beziehung. 
ee > ett, D's * yr, mit D=— > s* ¢;, und Y= >) g'* rx, e- 


om 
a,% i,k i,k i,k 


gibt sich: 


5 
Ne 
ake—2ue*+ a (28 dex) gi*. (25) 
Vy 
eee) a, t,o) > s,,.  * mit D>’ 2,, 9° * und f= S'9;, tr) erhalten 
wir entsprechend die Beziehung: 


Ain = 2mey +A (2 es: g*) Yik- (26) 
4’, 


Durch Auflésen der allgemeinen Hookeschen Beziehung nach dem Deformations- 
tensor D ergibt sich: 


1 Os 
ao, 1 40 Sb 


Man kann nun noch den Skalar D durch den Skalar S des Spannungstensors aus- 
driicken, wenn man die Gleichung fiir das Hookesche Gesetz auf beiden Seiten ver- 


A 
jingt. Man erhalt S = (24+ 34A)D und, wenn man noch BYR. durch k aus- 
driickt, die beiden Gleichungen: 
ey ee oe ; ae 
le ee a Sg emit “SS otho; - (27) 
é E E’Y es Jit 
k A : 
a Se ie E S Gin mit Sa a (28) 
ink 


4. Der Differentialausdruck von Laplace in krummlinigen Koordinaten. 


W; 


. é 
Setzt man fiir die partiellen Ableitungen der Funktion w = w (wu, w?, wu) oe — 


o2w 
au* ak® 
Ingenieur-Archiv VII, 1. 2 


und =w,,, 80 ist der Gradiententensor der Ortsfunktion durch grad w = 


18 See J. Krettner: 
= rw, = w gegeben. Fiir den Operator Aww = div (grad w) = div Ww folgt damit 


v 
in krummlinigen Koordinaten 


3 3 
Aw = div iw = Dr’: w, = Sit 


3 
(r,? W;, + Uw; ) 
=i 


kai ken i 
3 3 3 
= St nda tw) = (Hud A Pa} 28) 
i,k=1 ik=1 n= 1 


Nochmalige Anwendung des A-Operators ergibt schlieBlich: 
A Aw = div (grad Aw) = div »y = D'r? -»,; 


wenn » = grad Aw = »'r’ (Aw), gesetzt wird, also 
(4 


Sd" (t,? (Aw)e + v° (Aw)ee) 


YW =z 
ist. Damit wird 


A Aw =X" 3’ ((t?* te’) (Aw). + 9°? (Ae), a) 


@ G@ 
3 Z = 

=) (g7 (Awa — (Aw)o3’ 9" Dme’). ee 

e@o=1- . m 


8. Zylinderkoordinaten. 


Fir Zylinderkoordinaten ist wt=r, w=, ui=z. Der Zusammenhang mit 
einem kartesischen System mit den Einheitsvektoren e; ist durch a! =r cos 9, 
2=—=r:-sing, =z. Damit haben wir fiir den Ortsvektor r und seine partiellen 
Ableitungen : 


r= (rcos¢)e, +(rsin ge, +2, me i) |r + 2 
ty = cos pe, + sin Pee MiG) “ies See 


Yr. = (— rsin yg) e, + (7 cos ¢) ey mit |= Sl S =| 


T3 <= es mit |r| ——- ss ree = Ts — C3. 


Ferner ist: 


gi=g®—1; g@=—; gi 


911 = 933 = 1; Jo. = 9" Ji2 Ji3 J23 0. 


Da alle g;; Null sind, haben wir es mit einem orthogonalen krummlinigen System zu 

tun. Setzen wir den Vektor der Verriickung, bezogen auf die Kinheitsvektoren t, = ie 
. . . . ‘ ’ ' . k 

der krummlinigen Koordinaten in der Form » = wi, + viz + wis, so sind seine 


kovarianten Koordinaten v, =1,-) =U; vg =Ye'D=17V; V3 =%s°V = WwW, Seine 


° e Vv 
kontravarianten Koordinaten vy! = ry: y= wu; w= P-y = 7 


die Dehnungen in Richtung der Achsen des krummlinigen Systems erhalten wir 
damit aus Gl. (13) die Werte: 


pas Fok = wo ae 


Ov, ou. 1 / dv, aes) 
STL Cea. pee ex = sa (Het +n) =slae +u)= ey: 


vs ow 
faa © dus Oz * 
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Die Winkelausweitungen werden (14): 


Ph Pel ey he ey mee ee | eee 1 bu 
~ a= — m= 4 |S ee ee, CCl a =%+7(q- 3 
i=1 
3 
Oy Ov. wa ; ov 1 ow 
= a= en = | = 2) V3 ee bz | na 
vat mee 
Gree Wadd Poe du | dw 
es es st cies ee eee ae ees 
i=1 


Wird der Spannungstensor auf die Einheitsvektoren i, = in der Form 


Ck 

|r, 
~ Siete : é Sya—sp Tr 

S = )’a'* i, i, angesetzt, so geht er auf die Achsen r, bezogen in S = »’a'* ir cah 
ik il [te 


liber, so daB die kontravarianten Komponenten durch a‘* = faieal gegeben sind. 

. . . . . . . k . . 
Setzen wir diese Werte in die Gl. (24) ein, so ergeben sich die bekannten Gleichgewichts- 
bedingungen fiir Zylinderkoordinaten; wenn wir noch a! = o,; a? = a2 = Tie 
f= 6,6" =a = t,,; 6 = o* = 7,,.8etzen: 


oo. 1 Ot, OT, 1 , F 
or r oy | on r ( : g Y) Xr = 0; 
OT? fi | 1 00@ | Ot, @ 2 _ Lees 
or ye ee ae Rea Vor q ho = 0; 
Ore 1 Ot, 00, 1 on 
er , oy + ez r Trz =i Xe x 0. 


Der Kraftvektor ® wurde dabei mit 


3 
pi apes G8 Fenam pia + Xo te + Xz 13 


a=1 
= Arty t+ tet Yet 
angesetzt. 
9. Kugelkoordinaten. 


Fiir Kugelkoordinaten gilt w=r; w=; ur=0, wobei 2! =r sin ¢ cos 0; 
2—=rsingsind; 2 —rcos@ ist, also der Ortsvektor durch 


r= (rsin p cos # e, + (r sin @ sin #) eg + (r Cos ) es 
mit |r| =r gegeben ist und 


t, = (sin p cos #) e, + (sing sin #) es + (cosg)es; [| = 1; 


t. — (r cos g cos #) e, + (r cos Pp Sin %) ey; irl coon a 
tz = (— rsin gsin #) e, + (r sin y cos #) ey; Its] = 7.Sinr—p ; 
(Ty, Te, Ts) =r sin 9; 
1 1 
= xy, = 13 [v4] = 1; ge =1; GP ae Gerer ts cae 
r e I : 
Beg rt |v?| = a ge = gi = 9? 20; 
Ts ee ste tes Sic Pee oc o re 
ee pein It ea re Qr=1;  Go=s Gs3 = sn" G,; 
G12 = 913 = 923 = 9. 
7 ae : + . . ' Ty, 
Setzen wir -den Vektor der Verriickung in bezug auf die Kinheitsvektoren 1, = ir 
k 


in der Form » = wi, + vi, + wi, an, so erhalten wir fiir seine kovarianten Kompo- 
Qe 
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nenten v, = U; vp =7' 0; v; =7sin yw und fiir seine kontravarianten Komponenten 


vi=u; vw—=—; 3 = ———. Damit ergeben Formeln (13), (14) fiir die Dehnungen 
r r sin p 


und Winkelausweitungen die Werte: 


Ov, Ov, su 


oz Seema mara 7 Hae = Oe =O 
v 


Sy ole > Pes = ia nee —(% — uw); 
i 
i a santo la nt I! ad ran e (u + ¢ ctg @); 
Lo(e 8 = 2a See 
ar — Ey = — Ege 
pre ee a =e Leas “ SS ie P,'|= mr a — (2 = 
—wsin g| = — & 9} 
= — £995 
~ty= t= = rang at 2 l= slo tae 
—wetg |= Story 
= — Egy. 
Wird der _Spanmungsvektor in bezug auf die Einheitsvektoren 1, = i *- in der 


Form © = Sati, i, angesetzt, so sind seine kovarianten rhe wieder 
i= 


+1. Cee : 
durch a'* = -—-—_ gegeben und és ist: 
Atal tad 
qlz -" 
a 1 a 
aMa=g;=o,; at@= -=—1,,; Pit eg es = 1 c 
r pt? r sin remg “> 
q22 ~ e 
a 1 a 1 3 
FSS = 0) OP ee ==. Tone q3' — — = : o 
r r r2 sin @ rising “?%? r2 sin? re sinig 


3 
Mit = 4, ty + Xo te ae lg ra. K'r, ergeben die Gl. (24) die Gleichgewichts- 
bedingungen fiir die Kugelkoordinaten: 


0, Lec, | ey errs ©) 1 1 
or ip TOG, a rsing 06 r 7 Or r (op + 9) + ip CHE Y tre + tr = 9; 
Ot 1 oc 1 ha 
rP_ 7 pd 3 1 
or r Op * rsing od Gi y trey OY (oy — 99) + Xp = 95 
oe Lae Li eee 
or rap rsing od re oo T to = 0. 


10. Schiefwinklige Koordinaten. 


Ks soll der Fall der schiefen Platte betrachtet werden, deren eine Kante auf der 
Ebene der beiden anderen Kanten senkrecht steht. Die Achsen des schiefwinkligen 
Systems werden in die Kanten des Parallelflachs gelegt und auf ein kartesisches 
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a] 


Koordinatensystem mit demselben Ursprung bezogen. Wir haben dann fiir den 
‘ 


3 
Ortsvektor r zu einem Plattenpunkt: r=)’ a! e, baw. r=)’ u'r, und es ist 
i=l ia 


j=; tga—=sin ge, + cospe,; a, = es; 
(ty V2” ts) = Cos p; 
1 


5 ie = q ins g N ae at aCe oe ere 
=e) — tg pes; P= Gos p 8 fs Oe 
: 12 Be a ING 13 31 23 32 é 
911 ee eee ne omega ts Oe ee eg ee Of 
lee toes ere Sy eg ps es == ain oe 
g g cosy? F = 1; fie = Jar = SIN |, 913 = Ys1 = Jos = Yao = 9. 
3 
Setzen wir den Vektor der Verriickung in der Form y =>'v;r‘ an, so ergeben die 
Gl. (17): a 
eee hi Vy. Vs | 
ihe Se Syl br cea PF ee oe Seater Pt fe) 
l/a&, , &% ' OV, ov ov ov 
=. é | Se ihe aucod So ie els 
Dry 2 ( te say = | dus ' aul ); ae ( eu? ' bu if 
1 Ov, Ov; ov Ov 
= | 2 ; 1 2 
€12 = “cos Pp ae  “eut soe | éul sp ou? ; 


Sind die Koordinaten des Verriickungsvektors in bezug auf die schiefwinkligen 
Achsen wu, v, w, so ist: 


41S sind; vy, =sM OU tv; v3 w. 


Damit erhalten wir fiir die Dehnungen und Winkelausweitungen in Richtung der 
schiefwinkligen Achsen: 


= ou ee ou : Ou ou Cw 
or pe os SIN Pp oul ? E99 = SIN P Cue a yee 33 = AWE 
- ou ov \. ou ow oes ov 
— ey — = a, == COS P | ou dul }? Te hy a mm eg ee Bye) Ue Biysu 4 smn P eur? 
* Ou ov ow 
reheat Se aa Bye ae 


Fir die Gleichgewichtsbedingungen erhailt man, wenn der Spannungstensor in bezug 
auf die schiefwinkligen Achsen S = »’a‘* 1, r, gesetzt wird: 


i,k 
ae 9 
yee hha! (ae 
Pipa 


(EHingegangen am 22. September 1952.) 


Mitteilung aus der Technischen Versuchs- und Forschungsanstalt an der Technischen Hochschule 
in Wien. 
Einzelpriifung von Kupfertafeln auf ihre Eignung zur Herstellung 
von Fugenblechen. 
Von F. K. Miller, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wurden vergleichende inetallographische Untersuchungen sowie Hin- 
und Herbiegeversuche mit etwa 20mm breiten Probestreifen von 1mm dicken Fugenblechen 
aus Kupfer fiir Staumauern durchgefiihrt, von denen ein GroBteil zufolge zu hohen Gehaltes 
an Kupferoxydul (Cu,O) beim Kaltbiegen mehr oder minder stark kantenrissig war, wiahrend 
andere Cu,O-freie Bleche der gleichen Lieferung sich riffrei kaltbiegen lieBen. Im vorliegenden 


99 F. K. Miiller: 


Falle ergab der allerdings nur fiir Drahte genormte Hin- und Herbiegeversuch nach DIN DVM 
1211/1934 (jetzt DIN 51211), in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der metallographischen 
Untersuchung und dem praktischen Verhalten beim Kaltbiegen, eine sehr einfache und vor 
allem auch an der Baustelle selbst leicht durchzufiihrende Erprobung, um ungeeignete Kupfer- 
blechtafeln noch vor der Verarbeitung ausscheiden zu kénnen. 


Summary. Comparative metallographic investigations were followed by repeated to and 
fro bending tests, executed on copper strips of 20 mm width and 1 mm thickness, out from sheets 
intended to serve.as'sealing means for the joints of retaining and weir dams. A great number 
of these strips marginally cracked more or less during cold bending in consequence of their contents 
of cuprous oxide being too high, whilst other strips of the same lot, which were free from cuprous 
oxide, gave perfect satisfaction. The tests were carried out conformably to the standards for 
to and fro bending tests on metal wires as per DIN DVM 1211/1934 (at present DIN 51211). 
The results of the metallographic investigations tallied perfectly with the behaviour of the strips 
in practical cold bending so that this simple testing method lends itself excellently well for 
being executed on the building site in view of eliminating the defective copper sheets before use. 


Résumé. Des recherches métallurgiques comparatives ont été exécutées, suivies d’essais de 
pliage de va-et-vient, sur des bandes en cuivre d’une largeur de 20mm et d’une épaisseur de 
1mm. Ces bandes sont destinées A servir de garnitures pour rendre étanches les joints des murs 
de barrages en maconnerie. Aprés le pliage & froid on constata sur Ja plupart des bandes des 
criques marginales, dues & une teneur trop élevée en oxyde cuivreux, tandis que les tdles de la 
méme livraison, exemptes d’oxyde cuivreux, se laissaient plier a froid sans criques. Dans 
Voceurrence l’essai de pliage de va-et-vient selon la norme DIN DVM 1211/1934 (actuellement 
DIN 51211) qui — & vrai dire — ne se référe qu’aux fils métalliques, se trouve en conformité avec 
le résultat des recherches métallographiques. Il s’agit done d’un simple essai aisément exécutable 
a pied d’cuvre qui nous permet de séparer, avant le montage, les tdles en cuivre donnant 
satisfaction de celles qu'il faut écarter. 


Beim Herstellen von Fugenblechen aus 1 mm starken Kupferblechtafeln, die zum 
Abdichten der Fugen beim Bau von Staumauern verwendet werden, traten an der 
Baustelle eines groBen Elektrizitatswerkes bei einem groBeren Prozentsatz der durch 
Kaltbiegen hergestellten Fugenbleche derartige Mangel auf, dafB seitens der Bau- 
stelle die gesamte Lieferu ig als fiir den beabsichtigten Verwendungszweck ungeeignet 
abgelehnt wurde. 


Die Herstellung derartiger Fugenbleche erfolgt an der Baustelle selbst in der 
Weise, daf die 2m langen und 1m breiten Kupferblechtafeln, um tunlichst lange 
Fugenbleche zu erhalten, zunachst durch einen Mittelliingsschnitt in zwei gleich breite 
Halften von 0°5 m zerschnitten werden. Aus jeder Halfte wird dann ein entsprechend 
profiliertes Fugenblech durch rechtwinkeliges Biegen (Kaltbiegen bei Raumtemperatur) 
auf der Biegemaschine hergestellt, wobei alle Biegekanten in die Langsrichtung des 
Bleches zu liegen kommen. Die Biegekanten stimmen demnach mit der Walzrichtung 
der Kupferblechtafel tiberein. Die so hergestellten Kupferbleche miissen naturgema® 
vollkommen dicht und riffrei sein, diirfen also insbesondere an den verhiltnismakig 
scharfwinkelig abgebogenen Biegekanten keinerlei Kantenanrisse bzw. vollige Kanten- 
durchrisse oder andere gefihrliche Oberflichenanrisse zufolge beim Kaltbiegen sich 
dffnender Blechiiberwalzungen, Blechdopplungen u. dgl. aufweisen, die selbst- 
verstaéndlich dann das Fugenblech zum Ausschu8 machen wiirden. Bei den bisher 
bezogenen Kupferblechlieferungen waren auch nie derartige, die Verwendbarkeit 
der aus diesen hergestellten Fugenblech grundsiitzlich beeintrachtigende Miangel 
aufgetreten. 


Bei der letzten gréBeren Kupferblechlieferung jedoch, die mit Riicksicht auf die 
derzeitig schwierige Beschaffungsméglichkeit dieser Mangelware und die Dringlich- 
keit fiir das planmafige Fortschreiten der Baustellenarbeiten von einer anderen Liefer- 
firma bezogen werden mute, traten nun bei einem recht nennenswerten Prozentsatz 
der aus den Tafeln hergestellten Fugenbleche entweder an einzelnen oder auch an 
allen Biegekanten dieser Fugenbleche sowohl Kantenanrisse als auch vielfach vollige 
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Biegekantendurchrisse geringer bis sehr groBer Linge sowie vereinzelt auch mehr 
oder minder tiefgehende, durch Blechdopplungsstellen verursachte Oberflichen- 
anrisse auf. Hingegen lieBen sich andere, dem Anschein nach vollig gleich aussehende 
Kupferblechtafeln dieser Lieferung von derselben Baustelle unter vollig gleichen 
Verarbeitungsbedingungen zu tehlerfreien, dichten Fugenblechen anstandslos ver- 
arbeiten. Da somit ohne weitere Erprobung und nur allein durch vorherige Besichtigung 
der gelieferten Kupferblechtafeln seitens der Baustelle keine Entscheidung tiber die 
Verwendbarkeit derselben fiir die Herstellung von Fugenblechen getroffen und die 


Abb. 1. Schliffbild eines beim Kaltbiegen véllig riBfrei gebliebenen Fugenbleches (Nr. 21 von 
Zahlentafel 1). Metallographischer Befund 1 a: Querschliffflache praktisch frei von Kupfer- 
oxy duleinschlissen. 


ungeeigneten nicht im vorhinein ausgeschieden werden konnten, wurde zunichst 
die gesamte Lieferung von ihr abgelehnt. 

Umfangreiche, vergleichend an der Technischen Versuchs- und Forschungsanstalt 
der Technischen Hochschule in Wien durchgefiihrte metallographische Gefiigeunter- 
suchungen an Querschliffen von Fugenblechen dieser Lieferung, die vollkommen 
riBfrei an der Baustelle durch Kaltbiegen sich herstellen lieBen, sowie von beim Kalt- 
biegen besonders stark durchgerissenen Fugenblechen, bestatigten einwandfrei unsere 
Vermutung, dai die Kantenrissigkeit der kaltbriichigen Kupferbleche insbesondere 
durch zu hohen Sauerstoffgehalt in Form von nichtmetallischen Kupferoxydul- 
(Cu,0-) Einschliissen verursacht worden ist. Kin Vergleich der Abb. 1 und 2 ver- 
anschaulicht dies besonders deutlich. Abb. 1 zeigt bei 300facher linearer VergréBerung 
das Schliffbild des polierten, ungeaitzten Querschliffes eines der Fugenbleche, die 
sich einwandfrei riBfrei an der Baustelle durch Kaltbiegen herstellen lieBen. Das 
Kupfer ist praktisch frei von Kupferoxyduleinschliissen. Alle untersuchten riBfreien 
Fugenbleche zeigen zumeist ein gleiches, kupferoxydulfreies Gefiige oder es sind 
allenfalls nur sehr wenige Cu,O-EKinschliisse von zum Teil etwas groBerer Ausbildung 
vorhanden. Dagegen zeigt Abb. 2 bei gleicher 300facher linearer Vergréferung das 
Schliffbild des polierten, ungeatzten Querschliffes eines beim Kaltbiegen besonders 
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stark kantenrissigen Fugenbleches, welches auBergewohnlich zahlreiche, sehr feine, 
nichtmetallische Kupferoxyduleinschliisse in ziemlich gleichmaBiger Verteilung auf- 
weist, die im Schliffbilde als dunkle Punkte erkenntlich sind. Ein gleiches beziehungs- 
weise sehr ahnliches Schliffbild mit sehr vielen, feinen Hinschliissen von Kupferoxydul- 
schlacken wiesen auch die Querschliffe aller tibrigen mehr oder minder stark kanten- 
rissigen Fugenbleche bei der metallographischen Untersuchung auf. 

Bekanntlich. sind kleine Gehalte an Kupferoxydul von 0°5 bis 1:0% Cu,O (ent- 
sprechend 0:05 bis 0°11°% O,), wie sie in jedem technischen Kupfer vorkommen, ohne 


Abb. 2. Schliffbild eines stark kantenrissigen Fugenbleches (Nr. 15 von Zahlentafel 1). Metallo- 
graphischer Befund 2c: Querschliffflache weist tiberaus zahlreiche, feine Kupferoxyduleinschliisse 
auf, Sauerstoffgehalt daher weit tiber 0,1% Og. 


wesentlichen HinfluB auf die Festigkeitseigenschaften von Kupfer. Ja, sie werden 
in diesen Mengen im Kupfer vielfach sogar gerne gesehen, da sie schadliche Bei- 
mengungen, wie z. B. das verspro6dende Wismut, in die weniger schadliche Oxydform 
iiberfiihren. Hohere Kupferoxydulgehalte wirken jedoch sehr versprédend und be- 
eintrichtigen erheblich die Forminderungseigenschaften, Dehnung, Einschniirung, 
Biege- und Verwindungszahl von Kupfer. 

Wenn nun auch durch die metallographische Gefiigeuntersuchung jeder einzelnen 
Kupfertafel sicherlich eine Entscheidung iiber deren Verwendbarkeit fiir Herstellung 
von Gefiigeblechen getroffen werden kann, so erscheinen solche Untersuchungen durch 
die Baustelle wohl schwer durchfiihrbar, wenn nicht ginzlich undurchfiihrbar. Es 
war jedoch nach ausfithrlicher vergleichender Erprobung in unserer Versuchsanstalt 
moglich, im Hin- und Herbiegeversuch ein wesentlich einfacheres und vor allem auch 
an der Baustelle selbst leicht durchfiihrbares Priifverfahren zu finden, das eine 
einwandfreie Vorentscheidung der Verwendbarkeit der einzelnen Kupferblechtafeln, 
insbesondere im vorliegenden Verwendungsfalle, gestattet. 

‘Zu diesem Zwecke wurden mit den bereits metallographisch untersuchten Fugen- 
blechen unter tunlichster Annaiherung an den Hin- und Herbiegeversuch. nach DIN 
DVM 1211/1934 (jetzt DIN 51211), der allerdings nur bei Priifung von Drahten normen- 
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miig vorgeschrieben ist, vergleichende Hin- 
und Herbiegeversuche mit herausgeschnit- 
tenen rechteckigen Blechstreifen von 20 mm 
Breite durchgefiihrt. Die 1 mm dicken Blech- 
streifen wurden an einem Ende zwischen 
zwei Spannbacken (von 7 = 2mm Kanten- 
abrundung, das ist 4mm Durchmesser der 
Biegezylinder) festgeklemmt, wihrend das 
andere Streifenende der geschlitzte Mit- 
nehmer des Biegehebels umfaBte. Der Probe- 
streifen wurde dann durch Umlegen des Biege- 
hebels abwechselnd nach der einen und ande- 
ren Seite um 90° aus der Ausgangsmittellage 
und Wiederzuriickbringen in diese so lange 
hin- und hergebogen, bis der erste AnriB bzw. 
der Bruch eintrat. Hierbei lag selbstverstiind- 
lich die Biegekante des Blechstreifens in der 
gleichen Richtung, wie dies bei den Biege- 
kanten des Fugenbleches gegentiber der 
Langsrichtung (Walzrichtung) der Blechtafel 
der Fall ist. 

Die Zahlung der ertragenen Hin- und Her- 
biegungen » erfolgt in Anlehnung an DIN 
51211 inder Weise, daB die erste Biegung um 
90° aus der Mittellage mit n = 1/, gezahlt wird, 
das erste Wiederzuriickbiegen in die Aus- 
gangsmittellage zahlt als n = 1, das Weiter- 
biegen um 90° aus der Mittellage (also in ent- 
gegengesetzter Richtung wie das erste Ab- 
biegen) wird als n = 1*/, gezahlt, das erneute 
Zuriickbiegen in die Ausgangsmittellage zahlt 
als n = 2 usw. fort, bis ein Anri® bzw. der 
Bruch eintritt. 


Tabelle 1. Ergebnisse der Hin- und 
Herbiegeversuche tiher einen Biege- 
dorn von 4mm Durchmesser und der 


metallographischen Geftigeunter- 
suchung der polierten Fugenblech- 
querschliffe. 
Ertragene Hin- und Befund 
Nummer oe ROR PER 2 piberoeas) 
See omg | bei Bruch _ Geliige- 
. AnriB untersuchung 
1 31/5 33/4 lb 
2 Ls 2 2a 
3 41/, 5 la 
4 2 21/5 2a 
5 41/, 5 la 
6 31/5 5 Lb 
7 - L/,} 2e 
8 43/, 5 la 
9 LO ie eet la 
10 3 eae: 3 le 
11 ye | 3 le 
12 3, | 4 Lb 
13 OT Pasta gal 2b 
14 31/4 31/, le 
15 1 17), 2c 
16 31/5 ie 
172 -— Daal se 2a 
18 3 31/4 le 
19 31/, 41), la 
20 3 34/4 lb 
21 4 41), la 
22 3 32/5 Itc 
23 6 Gap id 
24 51/5 6/5 ld 
25 5 54/5 ld 
26 5 51/5 ld 


In Tabelle 1 sind die Ergebnisse der Hin- und Herbiegeversuche an 26 Probe- 
streifen von Fugenblechen in Spalte 2 und 3 eingetragen. AuBerdem sind in Spalte 4 
die zugehérigen Befunde der metallographischen Gefiigeuntersuchung der polierten 
Querschliffe dieser Probestreifen eingetragen. Hierbei bedeutet: 


Befund 1 a: Schlifffliche praktisch frei von Cu,O-Einschliissen (vgl. Abb. 1); 
3 1 b: sehr wenig, feinere Cu,O-Einschliisse ; 
3 le: wenig, feinere Cu,O-Einschliisse ; 


1d: wenig, etwas groBere Cu,O-Einschliisse ; 

2a: viele, feine Cu,O-EHinschliisse ; 

2b: sehr viele, feine Cu,O-Einschliisse ; 

2c: tiberaus viele, feine Cu,O-Einschliisse (vgl. Abb. 2). 


Durch diese vergleichende Untersuchung im Hin- und Herbiegeversuch und die 
metallographische Untersuchung von Querschliffen auf Menge und Verteilung der 
Kupferoxyduleinschliisse konnte bei den untersuchten Fugenblechen (aus 1] mm 
dicken Kupferblechen) nachgewiesen werden, da Bleche, die beim Kaltbiegen der 
Kanten aufrissen, immer auerordentlich reich an mehr oder minder feinen Kupfer- 


a Ohne vorherigen Anri®B plétzlich gebrochen. 


2a 
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oxyduleinschliissen waren und gleichzeitig beim Hin- und Herbiegeversuch iiber 
Biegedorne von 4mm Durchmesser nur geringe Biegezahlen (unter = 2/,) bis 
Eintritt des Bruches ertrugen. Je freier von Cu,O-Einschliissen im allgemeinen die 
Bleche waren, um so groer waren auch die erreichten Biegezahlen des angefihrten 
Hin- und Herbiegeversuches, ehe AnriB oder Bruch eintrat, und um so besser erwies 
sich auch im vorliegenden Falle ihre Eignung zur Herstellung einwandfreier Fugen- 


bleche durch Kaltbiegen der Kanten. 
(Eingegangen am 7. Oktober 1952.) 


Die Frequenzengleichung der Biegungsschwingungen des dreifach 
gestiitzten Tragers mit einer Punktmasse und gleichférmiger Auflast. 


Von K. Federhofer, Graz. 
Mit 1 Textabbildung. . 


Zusammenfassung. Mit Benutzung bereits tabulierter Hilfsfunktionen wird die Frequenzen- 
gleichung der Biegungsschwingungen des dreifach gestiitzten Tragers mit gleichformiger Auflast 
und einer Punktmasse in einer fiir die numerische Lésung bequemen Form dargestellt. Der 
Grenziibergang zu den Sonderfillen des zweifach gestiitzten Tragers und des an einem Ende 
eingespannten, am anderen Ende gestiitzten Traégers mit Punktmasse erméglicht die Beurteilung 
des Giitegrades der nach bekannten Néaherungsverfahren gerechneten Grundschwingzahlen 
solecher Trager. 


Summary. The frequency equation of the bending oscillations of a beam supported at 
three points with uniformly distributed load and with a concentrated mass in one point is 
presented in a shape facilitating the numerical solution whereby already tabulated auxiliary 
functions are employed. The limit transition to the special cases of the beam supported at two 
points and to the beam fixed at one end and supported at the other with the mass concentrated 
in one point renders possible to judge of the quality and convenience of the basic oscillation 
values of such beams as calculated according to the well-known methods of approximation. 


Résumé. L’équation de fréquence des oscillations de flexion d’une poutre & triple appui a 
charge distribuée uniformément et & masse concentrée en un point est présentée sous une forme 
facilitant la solution numérique & Vaide de fonctions auxiliaires déja disponibles en forme de 
tableaux. La transition-limite aux cas spéciaux de la poutre & double appui et de la poutre 
encastrée & une extrémité et appuyée & l'autre avec concentration de sa masse en un point permet 
de se rendre compte de la qualité plus ou moins appropriée des valeurs d’oscillation de base de 
ces poutres calculées selon la méthode bien connue d’approximation. 


Einleitung. 


Bei gleichbleibendem Querschnitte # und Trigheitsmomente J des Tragers von 
der Gesamtlainge L, die durch eine Zwischenstiitze in die Feldweiten /,, 1, unterteilt 
ist, lautet die Frequenzengleichung der elastischen Querschwingungen 


Ctg A, — ctg A, = — (Ctg A, — ctg A,). 
Die 'Triigerenden sind frei aufliegend, 4, = x 1,, A, = x 1, bedeuten unbenannte Zahlen, 
wobei die Unbekannte x (Dimension m~!) definiert ist durch 
F (1 +0) 

iia z 2 

= EJ @*. 
Hierin bezeichnet w die Kreisfrequenz, « F die EKigenmasse des Triigers je Liingen- 
einheit, zu der noch eine tiber die Stablinge L = /, + 1, gleichmaBig verteilte Auflast 
treten kann, die das 6-fache der EKigenmasse ausmacht; E ist das Elastizititsma8 
des Traigermaterials. 

Die den Lagen der Zwischenstiitze in den aufeinanderfolgenden Zehnteln der 

Gesamtstiitzweite L entsprechenden kleinsten Wurzeln 1,, A, obiger transzendenten 


Die Frequenzengleichung der Biegungsschwingungen des dreifach gestiitzten Tragers. 27 


Gleichung sind in meiner unten angefiihrten Arbeit zusammengestellt!. Dort sind 
auch noch weitere Fille der Lagerung der Trigerenden numerisch erledigt, naimlich 
daf eines oder beide Enden des Tragers eingespannt seien. Ist aber eines der beiden 
Tragerfelder noch mit einer Punktmasse M, besetzt, so bedient man sich zur geniherten 
Berechnung der Grundschwingzahl eines solchen Tragers der Formel von 8. Dunker- 
ley? [Gl. (14), 8. 30]. 

Im folgenden zeige ich, da8 sich fiir den dreifach gestiitzten Triiger, der neben 
einer gleichférmigen Auflast auch eine Punktmasse trigt, die Frequenzengleichung 
in sehr iibersichtlicher und fiir die numerische Lisung geeigneter Form darstellen 
laBt; als Grenzfiille ergeben sich daraus unmittelbar auch die bisher meines Wissens 
nicht entwickelten Frequenzengleichungen fiir den zweifach gestiitzten Traiger und 
fiir den an einem Ende eingespannten, am anderen Ende gestiitzten Traiger mit 
Punktmasse, fiir die auch numerische Ergebnisse mitgeteilt werden. 


1. Die Frequenzengleichung. 


Fiir jedes der drei Felder /,, a, 6 (Abb. 1), in die die Tragerlinge Z durch die 
Zwischenstiitze und Lastenangriffsstelle geteilt wird, besteht eine Eigenfunktion z(x) 
von der Form 

2, = a,cosx 2 + 6.Gojxa2+c,sinxx +d,.Ginxz (r= 1, 2, 3), 
wobei die Abszissen 2 jeweils vom linken Ende des 
betreffenden Feldes 7 gezaihlt werden sollen. Fiir (ees Se 
die 3 < 4 = 12 Integrationskonstanten lassen sich 4% 7 
ebensoviele Bedingungen (Auflager- und Uber- eee - tp * 
gangsbedingungen) angeben, die sich in zwolf homo- sy ceten Segre 
genen Gleichungen ausdriicken. Die gleich Null Abb. 1. Dreifach gestiitzter Triiger 
gesetzte Koeffizientendeterminante dieses Glei- mit einer Punktmasse M,. 
chungssystems liefert die gesuchte Frequenzen- 
gleichung. Durch passende Zusammenfassung der einzelnen Gleichungen lassen sich 
diese auf zwei Gleichungen fiir die Konstanten a;, b, reduzieren, woraus die Fre- 
quenzengleichung entwickelt werden kann. 


Im folgenden bedeutet 
ASL Ags eid Ape eb; 
A= ht A, ih He L. 

Die Gesamtmasse des Triagers einschlieBlich einer 6-fachen gleichformigen Auflast 
betrigt WM, = (1 + 6) F L jene der Punktmasse M;,; es sei gesetzt ¢ = ars Hiermit 
wird her eb = ee. unabhingig von L 

_— Mo “uF (1 + 0) eh 

1. Feld. Die Lagerbedingungen z = 0, z’’ = 0 am linken gesttitzten Ende (« = 0) 

liefern 


a, = 0, (1) 
bji0; (2) 
so daB 
2(z) = ¢,sinx x +d, Sinz x. 


Hiermit folgt fiir das rechte Feldende (x = /,): 
2, -, = (Sin A, + d, Sin A, = 0. (3) 


1 K. Federhofer: Bautechn. H. 47, 647 (1933). 
2 Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 185, 279 (1894). 
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2. Feld. Die Lagerbedingung z = 0 fiir x = 0 verlangt 
Gs + by = 0, (4) 
Den Ubergangsbedingungen gleicher Neigung der Biegelinien und gleicher Biege- 
momente an der Zwischenstiitze entsprechen die Gleichungen 
c, cos A, + d, Gof A, = ce + do, (5) 
— ¢, sin A, +d, Gin A, = — a, + Oz. (6) 


Beim Ubergang vom zweiten zum dritten Felde bestehen die Bedingungen der Gleich- 
heit der Einsenkung, der Neigung der Biegelinie und des Biegemomentes; hingegen 


macht die Querkraft Q = — HJ 2’ infolge der dort wirkenden Tragheitskraft ‘ 
Tia 2a" 
a= 0(3. Ff.) 
einen Sprung gemah 
@—Q,— T= 0. 

Damit entstehen folgende Gleichungen: 
A, cos A, +b, oj A, + cy sin A, +d, Sin A, = az + dz, (7) 
— a, sin A, + b, Gin Ay + c, cos A, + d, oj A, = cs + ds, (8) 
— a, cos A, + b,j A, — cgsin A, +d, Sin ha = —a, +5bs, (9) 
(ag Sin Ay + By Sit Ay — Cy 608 hy + dg Gof Be) — (— Cy + ds) + Poe (dy + By) = 0. (10) 


3. Feld. Die Lagerbedingungen z = 0, z’’ = 0 am rechten gestiitzten Ende des 
dritten Feldes ergeben 


a, cos A, + b, oj A, +c, sin A, + d, Sin A, = 0, (11) 
— a, cos A, + b, Wo} A, — cs sin A, +d, Sin A, = 0. (12) 
Der Eliminationsvorgang verlauft wie folgt: 
Aus (3) + (5) und (3) — (5) ergibt sich mit den Abkiirzungen: 
Sit. Ags Se Slee 


(Cz + de) Sq i (Co + da) Sq 
ee Sa Cg — 8, Sq. eS Sa Ca —&, Sq 
Hiermit geht (6) bei Beachtung von (4) tiber in 
Co +d, = — 2a, 4, 71, (a) 


wobei abkiirzend mit y, die Funktion 


(As) = qo (tg Aa — otg 44) 
bezeichnet ist, die aus Tabellen® zu entnehmen ist. 
Aus (7) + (9) und (7) — (9) folgt wegen (4): 
Co = — Qe ctg ha + a Ves (b) dy = As Stg Aq es a (c) 
und dies eingesetzt in (a): 
—o ; 1 Parregts b 3 | 
a 2 (Py Ay sa Pa Aq) Ie v Sal” (d) 
Mit (b) und (c) ergibt sich aus (8) 


A (Cofec A, — cosec A,) + (ay ctg A, + b, Ctg Aq) = cs + ds, 
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oder mit Kinfiihrung der tabulierten Funktion? 


ae 1 
v, =y(4,) = — 57 (Cojec A, — cosec A,) 
und Benutzung von (d): 
; . ha Ya Sea 1 ha Ya l 
as] et6 de to teas a] + 9[60 46 tag G| — Uta teh) = 0 
Aus (11) + (12) und (11) — (12) folgt aber 
Cy = — ay Ob Ay. dg 2b, Ct AG, (e) 
womit die vorstehende Gleichung in die nur ay, b; enthaltende Beziehung iibergeht: 
Aa Va 1 ‘ i 
ag| (otg 2a + otg dp) + q—*ae—_- 21 + b,| (tg Aa + Cty Ao) + 
Aa Pa ae Ss 


: = ope 0, 
A, 9: + Aq Pa Sa - (A) 


Die zweite Gleichung, die nur a;, b; enthalt, entsteht unmittelbar aus (10) bei Ver- 


wertung der Gl. (a) bis (e); der Faktor = 2 kann wegen x! = “ cs os §) O” ersetzt 
M,x S 
werden durch ae (Re oder durch ¢ 4 (vgl. oben). 


Mit Kinfiihrung der tabulierten Funktion? 
Va =V(Aa) = 2" (Cojec 4, + cosee A,) 
folgt 


ay 1 “ 
a,| (etg A, + etg dy) + ee a? | — b3| (Cty 24 + Cty 4) — 


i 
Ailes torent Sanne | tit (B) 
Abkiirzend sei gesetzt: 
ctgA, +ctg4,=m, | (f 
Cigd4, +Cig4,=—n. f 
Die Entwicklung der Koeffizientendeterminante der Gl. (A), (B) liefert dann die 
Frequenzengleichung 


Aa¥ n m Pa n m 
hs adi seller 4,01 + Aa Pa \ Sa | Sa Ag (Ar Pi + 4a Pa) ( Sa Cale 
ha® 1 f 
| : 2 a a = 0, 
ee Ay Pi ts Aa Pa, Sq Sa 


oder nach Eintragung der den Funktionen y,, y, zukommenden Ausdriicke schlieBlich 


1 A Bs Ay ee 
2mn +(m—n)ed- jeer [(n + a cosec? 4, — (1 — + Cojec? Ly 
— e Acosec A, Cojec 1, == d(), (13) 


Bei Aufsuchung der die Grundfrequenz liefernden kleinsten Wurzel dieser trans- 
zendenten Gleichung wird man die vier Argumente /, ,, A,, A, auf ein Grundargument, 


b 1 L ; 
z. B. 4,, beziehen, so da dann A, =F AiG = =e Ae nand> At 7 A, Zu setzen ist. 


Sei w, die Kreisfrequenz des dreifach gestiitzten Tragers ohne Einzelmasse, die 
aus der eingangs angefiihrten Tabelle zu entnehmen ist, , jene Kreisfrequenz, die 


8 §. Gradstein und W. Prager: Ingenieur-Arch. 2, 647 (1931). — Vgl. auch H. Hohen- 
emser und W. Prager: Dynamik der Stabwerke, S. 355. Berlin: Springer-Verlag. 1933. 
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dem nur mit der Punktmasse M, belasteten Trager entspricht, dann gilt fiir die ge- 
suchte Grundfrequenz w nach 8. Dunkerley? genahert: 


Hy 1 1 
or ee O,2 st o,2" (14) 
0) ; 2 
Da o,2 = -—“* , worin dgta, die statische Durchbiegung des Tragers an der Stelle 


der Last M, g-ist, so wird 
1 He M, a? b2 J 
o2 128712 L [4 1, (1, + a) — a?]. 


Ausgehend von dem aus Gl. (14) berechneten Naherungswert fiir » kann dann die 
schirfere Bestimmung der kleinsten Wurzel der Frequenzengleichung (13) erfolgen. 


Beispiel. Der Trager habe die Linge L = 75m, /, = 1, = 3°75 m, a = 2°35 m, 
b = 1'40m und bestehe aus 2][No18; er sei mit einem Motor vom Gewichte 
M,g = 1000 kg belastet. 


Dann ist ¢ = = = 3055 und J = 2708 cm, F = 56cm2. Mit 6=0 wird 
0 
uF wo” 0°5355. 4 
aus x4 = pa: X= Fo jo. 


Die Formel (14) liefert dann den Naherungswert w = 81 [sect]. Hiermit lassen 
sich die Koeffizienten der beiden Gl. (A), (B) berechnen; man erhalt 
1:92697 a, + 3°0685 b, = 0, (GI. A) 
8334 a, + 13°3293 b, = 0. (GI. B) 
Die Koeffizientendeterminante hat demnach den Wert A = + 0:1, anstatt 0. 
Die Wiederholung dieser Rechnung mit der Annahme m = 85 fiihrt zu dem 
Gleichungspaar 
1'84554 a, + 3:0168 b, = 0, 
8°7529 a, -+ 13°6165 b, = 0, 
mit der Determinante 4 = — 1°26. 

Damit ist die kleinste Wurzel der Frequenzengleichung zwischen m = 81 und 85 
eingegabelt und man erhalt bei linearer Interpolation = 81°3 (s-!). Abnehmendes 
Massenverhaltnis ¢ = a hat natiirlich betrachtliches Ansteigen der Kreisfrequenz 

0 
zur Folge. Es ergibt sich z. B. mit « = 1: wm = 130°583 (s“); die Koeffizienten- 
determinante der Gl. (A), (B) betraigt dann 4 = + 0°00002; genahert nach Gl. (14): 
@.2.129°1 (9) })mit eee ae w = 165°680 (st) (A = — 0°00004); genihert nach 
Gl. (14): w = 163°6 (s~). In allen drei Fallen erweist sich die Niherungsformel (14) 
als sehr brauchbar. 
2. Zwei Grenzfille. 

a) Der dreifach gelagerte Trager geht, indem die Feldweite 1, gegen Unendlich 

strebt, in den an beiden Enden frei aufliegenden Trager von der Stiitzweite 1 = a + b 


mit Punktmasse M, tiber. Dann vereinfacht sich die Frequenzengleichung (13) er- 
heblich; sie wird 


2mn +(m—n)ed= 0. (15) 
Hierin hat «A — obgleich 2 = A, + A, + a mit 1, > co gegen oo geht — den 


j M, + ‘ 
endlichen Wert me alee: 5 Krweitert man Zihler und Nenner mit 1 = a+b, so 


entsteht wegen My = F (1 + 6)/ und mit x1 = A wieder «4, wobei aber 2 jetzt 
die Bedeutung 2= A, + A, hat. 
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Zur Auflésung von (15) sei gesetzt a = al, b = Bl, womit 
Ag ee = OA, 
Ay = 0 ae DA, 
wegen « + P= 1 gilt A=A, + A,. 


Tabelle 1. Werte A, gerechnet aus (15), nach Morrow (M) und nach Dunkerley (D). 


eae = M,/M, fir e=0 
: VI, eee is eis Rc labe 
Aus Gl. (15).. 30826 -2°9345 | 2767 9 2'448 | O14 
ANAT 5c s05: 0125 | 3°0826 29363 peer? 
TS orieNs (Q/,) | 3071 2895 | 2:72 | 2398 | 2119 
Aus Gl. (15) .. 2967 26177. -«:2°3503-:1°96104 | 1°6792 | 
MAG, 4. 025 | 2970 26333 | hain 
eee (/,) | 2951 2597 | 2334 | 1-952 | W712 
‘Ans Gl. (15).. 2838 253821: 2°0947 ri-72086 | 14638 
Ribera 3. 05 2821-23668 | | ae 
Bah d (fy) | 2885 2381 | 2095 | 1:72 1-462 | 


Mit A ist die sekundliche Schwingzahl n, = ay bestimmt durch 


i? EJ 
"= On ) uF (1 + 0)* 

Die Ermittlung der kleinsten Wurzeln 4 der Gl. (15) fiir verschiedene Annahmen 
von ¢ und « erméglicht die Beurteilung der Giite jener Naiherungswerte, die sich 
nach dem Verfahren von J. Morrow‘ und nach der Formel von Dunkerley ergeben. 
Tab. 1 enthilt die Naherungswerte / nebst den aus (15) gerechneten genauen Wurzeln. 

b) Mit /, = 0 geht der dreifach gelagerte Trager in den an einem Ende eingespannten, 
am anderen Ende frei aufliegenden Triiger mit der Stiitzweite / = a + b tiber, der 
neben der verteilten Masse M, noch mit der Punktmasse M, belastet ist. 

Da 


tim 2 1 = lima + (Gtg Ay — et Ay) = 0 


0 
so folgt fiir diesen Trager mit ee unbestimmter Lagerung die Frequenzen- 
gleichung 


é 
yer rs ed 
2mn +(m—njed- aie, — — == 0, (16) 
aa L a 


worin wegen /, = 0: A= A, + A, zu setzen ist. 

Zur Berechnung eines Naherungswertes fiir die kleinste Kreisfrequenz steht 
die Gl. (14) zur Verfiigung; der Wert von «, ist unmittelbar aus der angefiihrten 
Tabelle 1 zu entnehmen und w, berechnet sich aus 


1 M,a*b2 (31+) 
Chee 12 £72 
Bei fehlender Punktmasse, also ¢ = 0 geht Gl. (16) zunachst tiber in 
1 n m 
mnt ai aeR (a ~ Es) =° oe 


nid hia karen: Phil. Mag. J. Sci. (6) 11, 354—374 (1906). In dieser Arbeit sind die Werte / 
fiir den nach Zehnteln unterteilten Bereich ¢ = 0 bis 1 berechnet; der dort angegebene Zahlen- 
wert f entspricht dem /*. 
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Nach Gl. (f) ist 
_. sind f Sin A 
pe Sq Sy , : ~"E, & SG,” 


womit (17) umgeformt wird in 
s, sin A(C, Gin A — S,) = ©, Sm A (c, sin A — 8); 
und hieraus ergibt sich mit 
Gins= 6,0, + S, ©, 
sin A = 8, () + Sy," 
tg A= IgA 


in Ubereinstimmung mit der bekannten Frequenzengleichung dieses Tragers ohne 
Punktmasse. 


(Bingegangen am 8. Oktober 1952.) 


Beziehung zwischen den Charakteristiken und einer Beriihrungs- 
transformation” ’*. 


Von C. Torre, Wien. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Aus den Gleichgewichtsbedingungen und der Grenzbedingung in beliebigen 
Koordinaten (x, y) ergibt sich eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
den Charakteristiken, die mit dem Ausdruck ftir die Tangente der Mohrschen Hillkurve (= Methode 
nach einer Berthrungstransformation) gleich sind. AnschleBend wurde ein eles Ausdruck 
fiir das Reibungsgesetz vorgeschlagen. 


Summary. From the conditions of equilibrium and the condition of mit in optional co- 
ordinates (#, y) there results a linear, partial differential equation of the second order with the 
characteristics which are equal to the term for the tangent of the enveloping curve of Mohr 
(= method according to a contact transformation). Then a general term for the law of friction 
has been suggested. 


Résumé. Des conditions d’équilibre et de la condition limite en coordonnées queleonques (x, y) 
il résulte une équation différentielle, linéaire et partielle du deuxiéme ordre avec les valeurs 
caractéristiques qui sont égales au terme pour la tangente de la courbe enveloppeuse de Mohr 
(= méthode selon une transformation a contact). Puis un terme général est proposé pour la 
loi du frottement. 


Nachfolgend werden wir auf die Gleichheit der Lésungen des Problems der Grenz- 
beanspruchung hinweisen, und zwar: Einerseits nach der Methode der Mohrschen 
Hiillkurve (das heif®t, nach einer Beriihrungstransformation) und anderseits nach 
der Methode der Charakteristiken einer linearen partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. Diese Gleichheit hat der Verfasser beim Vortrag von Frau Professor 
Dr. Hilda Geiringer am 4. Oktober 1951 in Wien bemerkt, und diese in der nach- 
folgenden Diskussion mitgeteilt (s. Geiringer’, Abschnitt 5). Die Verallgemeinerung 
der obenerwihnten Ubereinstimmung der Lésungen wiirde darin bestehen, eine 
solche ,,aequatio directrix‘ der Bertihrungstransformation zu suchen, deren Loésungen 
mit den Charakteristiken, der allgemeinen linearen partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung identisch sein werden. 


' Vorgetragen am 12. September 1952 auf dem IIT. Osterreichischen Mathematiker-Kongre® 
in Salzburg. 

* Herrn Prof. Dr.-Ing. A. L. Nadai (Pittsburgh, USA) zum 70. Geburtstage gewidmet. 

’ H. Geiringer: Uber die Charakteristiken des vollstiindigen ebenen Plastizitatsproblems. 
Erscheint demnéchst in Z. angew. Math. Mechan. 
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Die Untersuchungen des Verfassers! im Jahre 1945 und 1946 iiber die Spannungen o 
und + (das sind die Abszisse und die Ordinate der Mohrschen Hiillkurve) und tiber 
die Tangente dieser Hiillkurve wurden im Koordinatensystem der Hauptnormal- 
Spannungen o, und o, durchgefiihrt. Dieselben Ableitungen iiber die Richtungen 
(nicht tiber die Spannungen o und rt) haben Neuber® und Sauer® in beliebigen 
Koordinaten des Spannungtensors o,, ¢,, T,, im Jahre 1948 bzw. 1949 veroffent- 
licht. Wir haben seinerzeit die Berechnung deshalb nur in den Hauptrichtungen durch- 
gefiihrt, da man aus den bekannten Beziehungen 

O13 = 5 (02 + 04) £5 * Von — oy +4 toe? 

bei gegebenen o,, o,, t,, die Hauptrichtungen leicht berechnen kann. Vollstindigkeits- 
halber miissen jedoch die Beziehungen auch in beliebigen Richtungen abgeleitet 
werden. Ks ist deshalb unsere Aufgabe, hier unter anderem zu zeigen, da man nach 
einer Beriihrungstransformation, und zwar mit Hilfe der Spannungsvarianten Gl. (1) 
und (2) die Berechnung sowohl in Hauptrichtungen (1,3) als auch in beliebigen 
Richtungen (x, y) gleichzeitig und sehr einfach durchfiihren kann. Wir erwahnen 
noch, dafSi Mandel’, Mises® und Sauer® die Gleitliniennetze allgemein untersucht 
haben, wahrend der Verfasser®.1° eine andere Methode vorgeschlagen hat. 

Die Invarianten des ebenen Spannungszustandes lauten 


J, = 6, + fy = 64 + Og; Jo = On Cy — Tey? = 01 Os. (L, 2) 


Die Gleichung eines Spannungskreises (,,aequatio directrix‘‘), ausgedriickt mit Hilfe 
der Invariation Gl. (1) und (2), ist 


WH=0?+7—o:-J,+J5,=0. (3) 


In Gl. (3) treten zwei Gruppen von GréBen auf: o,7 und J,, J, die untereinander 
durch je eine Funktion verbunden sind, und zwar: 


—a) Die Gleichung der Hillkurve von Mohr 


¢=— 1%: (a); (4) 
—b) die Gleichung der Grenzbedingung 
J, = J, (4); (5) 
bzw. in den Hauptrichtungen (1, 3) 
Oy = 0; (0) (6) 
oder in beliebigen Richtungen (x, y) 
Oy = Ox (Fy; Tay) (7) 


ausgedriickt. Es mége hier ausdriicklich hervorgehoben werden, daB die Grenzbedingung 
GI. (5) bis (7) allgemein nur eine Belastungsart ausdriickt und nicht, wie in der Literatur 
iiblich, den ebenen Spannungszustand bedeutet. Der letztere wird nur in 
jeweils einem einzigen Punkt jeder Belastungsart vertreten. 


4G. Torre: Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 36, 316 (1946). — Die erste Arbeit (S. 36) wurde im 
Monat Dezember 1945 eingereicht bzw. zunichst in Z. angew. Math. Mechan. am 12. Februar 1945, 
wo sie wegen des Kriegsendes nicht mehr erscheinen konnte. 

5 H. Neuber: Z. angew. Math. Mechan. 28, 253 (1948). 

6 R. Sauer: Z. angew. Math. Mechan. 29, 274 (1949). 

7 J. Mandel: C. R. hebd. Séances Acad. Sci. 206, 371 (1938); 583, 1272 (1947). 

8 R. Mises: Reissner Anniversary Volume, Ann. Arbor. Mich, 415 (1949). 

9G. Torre: Schweiz. Arch. angew. Wiss. Techn. 15, 116, 145 (1949); Osterr. Ingenieur- 
Arch. 4, 93 (1950). ; 

10 CG, Torre: Der Spannungszustand in einem schweren Erdkorper. 8.-B. Akad. Wiss. Wien, 
Abt. ILa 156, 583 (1947). 
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Die notwendigen Bedingungen fiir das Bestehen einer Bertihrungstrans- 
formation zwischen der Grenzbedingung Gl. (5) bis (7) und der Hillkurve aller 
Grenzspannungskreise Gl. (4) ergeben sich aus der ,,aequation directrix“ Gl. (3) zu 
(s. Lie!!, Coursat??, Madelung?®) 

ow ow dJ. ow ow dt 
Cha Fi lai (8, 9) 
Aus Gl. (3) und (8) ergibt sich der Ausdruck fiir die Normalspannung zu 


dJ. d (01° G3) d(C. Cy— tay) 


oa, ~ dl Fo) ao, + oy) ey: 
bzw. nach GI. (10) und (3) der Ausdruck fiir die Schubspannung (mit J,’ = dJ,/dJ,) 
Ve Sy de Sg (10a) 
Die hinreichende Bedingung fiir die Berithrungstransformation 
| aa at ox : ax a0 ao ; 
Qu (a | OS» tag oF (F- | ad :J,!) 


ist mit Gl. (10) und (10a) befriedigt. Aus Gl. (10) folgt nach der Differentiation 
und Division durch do, bzw. do, sowie mit der Beziehung o,' = do,/do; 
doy 

_ 0, + 93 Oy" ads) eee 
one 1 + do,/do, 

Der Ausdruck fiir die Normalspannung in einer beliebigen Schnittflache des 
ebenen Spannungszustandes lautet, wenn y der Winkel zwischen der Normalen einer 
beliebigen Schnittfliche und der y-Achse bzw. « zwischen der Normalen und der 
Hauptnormalspannung og, ist (s. z. B. A. Foppl, 8S. 25ff.) 


Qin 


odes (11) 


01 + G, tg? _ Fy’ te*¢ + Gg + 2Try* tee (12) 
1 + tg? « 1 + tg? : 

Sind in Gl. (12) die Spannungen und Gleitwinkel aus den Versuchen bekannt, dann 
kann man die wahre Normalspannung o in der Bruch- bzw. Gleitflaiche nach Gl. (12) 
berechnen. Die Berechnung der Normalspannung o nach Gl. (11) ist dann und nur 
dann mit der wahren Spannung o nach Gl. (12) identisch, wenn 1. in Gl. (11) und (12) 
gleiche Spannungen eingesetzt werden und 2. folgende Beziehungen gelten, die sich 
aus dem Koeffizientenvergleich der Gl. (11) und (12) ergeben: 


(0 


a) Fur die Hauptrichtungen (1, 3) 


fp eet (13) 
b) fiir die beliebigen Richtungen (2, y) 


tg? g =do,/de,, tggy = — dt;z,/doy. (14, 15) 

rl. (14) und (15) hat schon Neuber* in etwas anderer Form abgeleitet. Sie dienen 

nur als Ubergangsgleichungen zur Gl. (17), mit der wir rechnen werden. Beriick- 
sichtigen wir in Gl. (14) die Grenzbedingung (7), dann ergibt sich 


Oo» 
seh dim get (16) 
8. Lie: Geometrie der Beriihrungstransformationen. Dargestellt von S. Lie und 
'. Schaffers. Verlag Teubner. 1896. 

@ K. Coursat: Cours d’analyse mathématique, Tome I, 2. édition., p. 140ff. Gautier Villars. 

1910. — Deutsch von J. M. Schwarz: Lehrbuch der Analysis, S. 126. Verlag Veit. 1914. 
8 E. Madelung: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers, 3. Aufl., 8. 104. Springer- 

Verlag. 1936. 


M4 A. Féppl: Festigkeitslehre. Bd. III der Vorlesungen iiber Technische Mechanik. Teubner. 
1918. 


OC avers 
Tey aay 
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Aus Gl. (15) und (16) ergibt sich eine quadratische Gleichung in tg g mit der Lésung 
1 acy I” (00, \s= 60, 
tS V1.2 BM ggse Se \3 : (sez) +5. (17) 
Die Gleichheit der Lésungen ergibt sich, wenn wir diese Untersuchung (s. auch 
Anm. 4) mit der Arbeit von Sauer® vergleichen. Gl. (13) bis (17) sind aus der Be- 
trachtung der Berithrung der Mohrschen Hiillkurve Gl. (4) mit dem Spannungskreis 
Gl. (3) erfolgt. Dieselben Gleichungen ergaben sich auch aus der Untersuchung der 
Gleichgewichtsbedingungen und der Grenzbedingung Gl. (7) 
OO» Olay Tey | 00 y 
Ox oy Ca —— oy 
Dabei ergeben sich die Richtungsgleichungen (17) als Charakteristiken der partiellen 
und linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Wir haben zunichst die Grenz- 
spannungskreise untersucht‘, die die Hiillkurve imaginar berithren, Geiringer? hat 
die imaginiren Charakteristiken untersucht. Wir konnten feststellen, daB die 
Spannungszustande, die sich aus den imaginiren Beriihrungen ergeben, sich meistens 
im Gebiet der dreiachsigen Zug beanspruchungen befinden und daf sie die Méglichkeit 
liefern, spréde Briiche von bildsamen Metallen zu untersuchen. Diese imaginaren 


Bereiche sind also besonders wichtig fiir die Untersuchung der Festigkeit von Schwei8- 
verbindungen). 


——()5 (19 Oi Wl (o,, Es yi) 


Gl. (17) hat schon Sauer® abgeleitet. Wir zeigen nachfolgend, wie sich Gl. (17) 
aus der Arbeit von Neuber® ergibt: Die aus Gl. (9) und (10) abgeleitete Gl. (12) von 
.Neuber lautet mit der Grenzbedingung Gl. (7): 


(FE _ y G0y  OTey\ Wy OG \= 0 
do, ou Otny OH ou fa eh PT ah Se 
bzw. 
G6, | G0, [Oley / Oy OTzy (00, \2 
aa, | ny ( du du Gu pa (18) 


Weiterhin lautet Gl. (9) von Neuber mit der Umrechnung auf unsere Bezeichnungen 
a= t— yp 


or o4 
ctg a = —tgyp= ey oy (19) 


Aus Gl. (18) und (19) erhalten wir eine quadratische Gleichung in tg gy, deren Lésung 
mit Gl. (17) wibereinstimmt. 

In den Hauptnormalspannungsrichtungen haben wir t,, = 0, 0/@t., = 0 und 
O, = 01, 6, = 63 bzw. 00,/é0, = do,/do,. Gl. (17) geht dann in die vom Verfasser 
abgeleitete Gl. (13) tiber. 

Aus Gl. (14) und (15) ergibt sich eine schon von Neuber® abgeleitete Beziehung: 


do, do, — (dtz_)? = 90. (20) 

Auf Grund der oben durchgefiihrten Ableitungen ist die Schubspannung (= die 
Ordinate) der Mohrschen Hiillkurve leicht zu berechnen. Wir gehen vom Ausdruck 
fiir die Schubspannung des ebenen Spannungszustandes aus (s. Féppl'*), die lautet: 


1 oe ‘ 
t= agig (te — 95) 189 + Tey (1 — te" 9) = Tae te (21) 
Setzen wir den Ausdruck fiir tg p bzw. tg « aus Gl. (17) bzw. (13) in Gl. (21) ein, 
dann erhalten wir die gesuchte Schubspannung (die Ordinate) der Mohrschen Hiill- 
kurve. Wie weit die Gl. (11), (13), (17) und (21) den physikalischen Ergebnissen 
entsprechen, werden wir nachfolgend untersuchen. 


16 C, Torre: Osterr. Ingenieur-Arch. 4, 174 (1950). 
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Um nun zu iiberpriifen, wie weit diese mathematisch formalen Ableitungen mit 
den physikalischen Ergebnissen iibereinstimmen, haben wir in Abb. 1 die Ergebnisse 
der Versuche von Ro und Eichinger’® aufgetragen. Die voll ausgezogene wahre 


Abb. 1. Die Zug- und Druckversuche an Marmor I von M. Ro& und A. Eichinger. Unter- 
schiede zwischen der Hiillkurve (strichpunktiert) und der wahren Grenzkurve (voll) T,,(¢). . 


Grenzkurve t (oc) wurde mit Hilfe der gemessenen Spannungen und Bruch- bzw. 
Gleitwinkel gezeichnet. Sie ergibt sich aus Gl. (12) und (21), wenn die Spannungen 
und Bruchwinkel aus den Versuchen bekannt sind. Mit gleichen versuchsmafig 
ermittelten Spannungen, ohne die Win- 
~ 0; kel zu beniitzen, haben wir die strich- 
punktierte Hiillkurve gezeichnet. Wie 
man aus Abb. | sieht, stimmt die wahre 
(0,=0;-G7) Grenzkurve mit der Hiillkurve im 
Druckbereich gut iiberein, waihrend sie 
im Zugbereich gréBere Abweichungen 
aufweist. Wir kénnen also die Berech- 
nung der Spannungen in der Gleit- 
bzw. Bruchfliche nach Gl. (12) und (21) 
und der Winkel nach Gl. (13) bzw. (17) 
= mit Hilfe einer mathematisch-quanti- 
Abb. 2. Grenzkurve o, (o3) schematisch. (Tatsiich- tativ ausgedriickten Hiillkurve Gl. (4) 
lich gehéren die Spannungen o, und op) zu den bzw. Grenzkurve Gl. (5) bis (7) nur 
zwei verschiedenen Grenzkurven.) dann empfehlen, wenn im Korper vor- 
wiegend Druckspannungen herrschen, 
wahrend man bei vorwiegenden Zugspannungen mit diesen Gleichungen vorsichtiger 
rechnen muB. Das gleiche gilt freilich auch fiir die Berechnung mit Hilfe der 
Charakteristiken der partiellen Differentialgleichungen. 

Nachfolgend werden wir einige Bemerkungen iiber den mathematischen Ausbau 
und tiber die physikalische Bedeutung der Grenzbedingung Gl. (5) bis (7) machen. 
Der allgemeine mathematische Ausdruck dieser Grenzbedingung bezieht sich auf 
ein allgemeines Festigkeitsverhalten der Werkstoffe. Um diese Behauptung zu ver- 
anschaulichen, haben wir in Abb. 2 die Grenzbedingung Gl. (6) o, = 0, (o3) schematisch 


billig 6, >; 
Und 6, = 03 
nur elnmal / 
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dargestellt. Sie gilt teilweise fiir das sprode, teilweise fiir dag bildsame Verhalten eines 
Stoffes. Der Punkt A entspricht der Kohasionsfestigkeit des Materials mit einem spréden, 
verformungslosen Trennbruch. Ebenso liefern die Punkte Z (Zugfestigkeit) und V (Ver- 
drehungsfestigkeit) Trennbriiche spréder Stoffe. Punkt D (Druckfestigkeit) liefert nach 
Abb. 3 (links oben) den spréden Verschiebungsbruch, Punkte 1, M, N entsprechen den 
Probekérpern in Abb. 3, und zwar in der Reihenfolge: rechts oben, links unten, rechts 
unten. Abb. 3 ist aus den Versuchen von Rog und Hichinger'® an zylindrischen Marmor- 
k6rpern entnommen. Der Zylinder in Abb. 3 
links oben wurde auf dem einachsigen Druck 
beansprucht. Die Zylinder rechts oben, links 
und rechts unten wurden auf Druck mit. all- 
seitig gleichem Druck von 75, 240 und 500 Atm. 
beansprucht. Die mit zunehmendem _allseitig 
gleichem Druck zunehmende_ Bildsamkeit 
des als spréde bekannten Marmors ist aus 
Abb. 3 ersichtlich. 


Abb. 3. Druckversuche an Marmor- Abb. 4. Das auf Innendruck beanspruchte Rohr aus 
zylinder von Ros und Eichinger. spré6dem Material. Die Gleitlinien. 
Oben links: Druck, oben rechts: Druck 


unter 75 Atm. Unten links: Druck Peet irse er Vortecicine iuccen witcha 
unter 240 Atm., rechts unten: Druck pe 1gung al 1e 


mor G00) Ati. Ausfiihrungen des Verfassers® hinweisen, in welchen 

die Grenzflache F (03, 0,,0,) = 0 in Verbindung mit 

den Spannungs-Dehnungs-Linien der drei beanspruchten Koérper untersucht wurde. Es 

hat sich ergeben, daB die Erfassung der Verfestigung in einer allgemeinen Grenz- 

bedingung Gl. (5) bis (7) ebenso einfach ist, wie die Erfassung der spréden Briiche 

und bleibenden Formanderungen. Die Betonung der Bedeutung der Verfestigung 

in der Literatur kam durch die Untersuchung des ideal-plastischen Korpers mit der 
Beriicksichtigung der einachsigen Spannungs-Dehnungs-Linie zustande. 


In Abb. 1 wurde mit Hilfe der Versuchsergebnisse von Ros und Kichinger!® eine 
Hiillkurve strichpunktiert gezeichnet, die auch alle obenerwaéhnten und verschieden- 
artigen Festigkeitseigenschaften in sich enthalt. Wie schon erwahnt, enthalt auch 
die Grenzbedingung Gl. (5) bis (7) alle diese verschiedenen Festigkeitseigenschaften, 
unter anderem auch deshalb, weil eine Grenzkurve aus einer Beriihrungstransformation 
der Hiillkurve GI. (4) erhalten wird. — Wir erwahnen hier noch, da8 man mit einer 
Grenzkurve Gl. (6), wie in Abb. 2, nicht gleichzeitig die Zugfestigkeit o, und Druck- 


10 M. Rok und A. Eichinger: Berichte Nr. 28 und 172 der EMPA in Ziirich. 1928 und 1949. 
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festigkeit o, erfassen kann, da diese verschiedenen Belastungsarten gehoren 
(s. beim Verfasser*). Das ist ein Nachteil der ,,ebenen‘‘ Theorie, der nur durch die 
dreiachsige Bruchtheorie behoben wird [s. Bemerkung nach Gl. (7)]. 

Als Beispiel fiir diese Ausfiihrungen zeigen wir in Abb. 4 das auf Innendruck 
beanspruchte Rohr (aus, S. 46, Abb. 9). Hiermit haben wir mit emem unhomogen 
beanspruchten Korper zu tun, dessen Punkte durch verschiedene Spannungszusténde 
beansprucht sind. }Hiermit mu dieser Kérper auch verschiedene Festigkeitsverhalten 
ergeben. Am AuSenrand des Rohres r = r, verlaufen die Bruchlinien in unendlich 
kleinen untereinander parallel (im endlich GroBen: radial) und senkrecht zum Rand, 
sowie senkrecht zur Tangentialspannung, was einen Trennbruch ergibt. Innerhalb 
des Rohres geht dann der Trennbruch in den Verschiebungsbruch tiber, wahrend 
am Innenrand r = 7, und in seiner Umgebung haben wir die Gleitlinien und bleibende 
Formanderungen. Diese Berechnung wurde mit Hilfe einer algebraischen Gleichung 
zweiten Grades durchgefiihrt (mit der Hiillparabel von Leon"). Wir sehen daraus, 
daB schon eine quadratische Grenzbedingung fahig ist, das allgemeine Festigkeits- 
verhalten eines Stoffes in groBen Ziigen zu beschreiben. Um so mehr kann man diese 
Bedeutung den allgemeinen, quantitativ nicht ausgedriickten Gl. (5) bis (7) zuschreiben. 
Der ideal-plastische Stoff ist ein Sonderfall der Grenzbedingung Gl. (5) bis (7) und 
schlechthin auch ein Sonderfall der quadratischen Form der Grenzbedingung bei 
numerischer Auswertung; bei theoretischen Ableitungen mu die Funktion Gl. (5) 
bis (7) gewissen speziellen Bedingungen geniigen (s. Sauer®, Geiringer®). 

Wie der Sonderfall der oben erwahnten imaginéren Bereiche zur Kohasions- 
festigkeit des Materials fiithrt, haben wir an anderer Stelle schon berichtet'*. Wir 
wollen nachfolgend noch auf die Deutung einer vom Verfasser* schon abgeleiteten 
Gleichung hinweisen. Hier handelt es sich um ein Reibungsgesetz, das nach 
Gl. (3) und (9) lautet: 


v= dr|do = —(5-J, —o). (22) 


Mit den GroBen o, t nach Gl. (12) und (21), J, nach Gl. (1) und tg @ nach Gl. (17) 
lautet Gl. (22): 


, 


[fe 


me Oy) (1 sees P) 5 4 Tey” tg y (23) 


(Fe (1 — 
2\(¢, — G,) tem > 2, (lee 


Gl. (23) erhalt man in Hauptrichtungen [t,, = 0, tg g = tga nach Gl. (13)]. 


P dt 1—o,’ 


a => | oe & 
Pde. eailen (24) 
Gl. (24) kann mit Hilfe des Ausdruckes o,’ = e?* in folgender Form transformiert 
werden : 
t= + Gin In /o,’ = + Gin In (tg «). (25) 


Gl. (22) bis (25) stellt den Ausdruck fiir die Tangente der Hiillkurve und nicht der 
wahren Grenzkurve nach Abb. 1 dar. Sie liefert deshalb bei Druckbeanspruchungen 
bessere Ergebnisse als bei Zugbeanspruchungen. Fiir o,’ = konst. geht Gl. (24) in 
das bekannte Reibungsgesetz von Coulomb t/o = konst. tiber, das in der Mechanik 
kohasionsloser Massen als Rankinesche Grenzbedingung bekannt ist und die Bedeu- 
tung der inneren Reibung loser Massen hat. Wir haben uns diesbeziiglich an anderer 
Stelle schon beschaftigt!®. 


” A. Leon: Ingenieur-Arch. 4, 421 (1923). 
8 C. Torre: Z. angew. Math. Mechan. 81, 275 (1951). 


(Hingegangen am 21. Oktober 1952.) 
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Ein Minimalprinzip zur Auflésung der Plattengleichung*. 


Von E. R. Berger, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Aus dem Satz vom Minimum der potentiellen Energie wird nach dem 
Vorgang von Trefftz ein zweites Minimalprinzip hergeleitet, wobei man auf die Erfillung der 
Randbedingungen durch die Ansatzfunktionen verzichtet, dagegen Erftllung der Differential- 
gleichung vorschreibt. Gegeniiber der bisher iiblichen Methode, die Summe der Fehlerquadrate 
am Rand zu einem Minimum zu machen, hat das beschriebene Verfahren den Vorteil, daB es keine 
willkiirlich zu wahlenden Gewichte enthiilt. ‘ 


Summary. From the principle of minimum of the potential energy a second principle of 
minimum is derived according to the proceeding of Trefftz, whereby fulfilling the marginal 
conditions by the preliminary functions is renounced, whilst fulfilling the differential equation 
is prescribed. In contradistinction to the method hitherto used making the total of the error 
Squares on the margin a minimum, the method described presents the advantage of not 
containing any weights arbitrarily to be selected. 


Résumé. L’auteur utilise la thése du minimum de l’énergie potentielle pour dériver selon 
la méthode de Trefftz un second principe de minimum en renongant & remplir les conditions 
marginales posées par les fonctions préliminaires, mais en observant exactement |’équation 
différentielle. Au contraire de la méthode utilisée jusqu’A présent, c’est-d-dire de faire un 
minimum de la somme des carrés d’erreur au bord, la méthode décrite présente l’avantage de 
ne pas contenir des poids a choix arbitraire. 


1. EKinleitung. 


Zur Auflésung der Plattengleichung verwendet man hiufig einen Ansatz, dessen 
Glieder einzeln die (homogene) Plattengleichung erfiillen, die Randbedingungen aber 
verletzen; die Koeffizienten sind dann so zu bestimmen, daB die Randbedingungen 
durch den abgebrochenen Ansatz ,,bestens“‘ angenahert werden. Fiir die Definition 
der besten Annaiherung verwendet man meist!:? die Summe der Fehlerquadrate. 
Diese Methode hat aber den prinzipiellen Nachteil, da die einzelnen Summanden, 


ow \2 ( ew\2 | Bw \2 : ; ; ; : F 
w, mp aa Vat} verschiedene Dimensionen haben und daher mit dimensions- 


behafteten Gewichten multipliziert werden mtissen, damit man sie tiberhaupt addieren 
kann. Diese Tatsache wurde anfanglich tibersehen; Collatz’® weist ausdriicklich 
darauf hin (S. 323) mit der Bemerkung, daB bei giinstiger Wahl der Gewichte bessere 
Resultate erzielt werden kénnen. Tatsichlich fehlt aber jeder Anhaltspunkt fiir eine 
giinstige Wahl dieser Gewichte und man kénnte héchstens die fertigen Resultate 
vergleichen; und auch der Entscheid, welches Resultat besser ist, wird oft nicht leicht 
sein, falls nicht schon eine strenge Lésung zum Vergleich vorliegt. 

Im folgenden soll ein anderer Weg gezeigt werden, der diese willkirliche Fest- 
setzung von Gewichten vermeidet. Er ist eine Erweiterung der bekannten Methode 
von Trefftz‘ fiir das Potentialproblem. 


2. Das Randwertproblem. 


Ich fiihre folgende Bezeichnungen ein: 


K = Plattensteifigkeit ; 

uu = Querdehnungszahl ; 

* Herrn Prof. Dr. A. L. Nadai gewidmet. 

1 Télke: Talsperren, 8S. 405, in Ludin: Wasserkraftanlagen. 1938. 

2 Pucher: Uber die Singularitétenmethode an elastischen Platten. Ing.-Arch. 12, 76—100 
(1941). Vgl. S. 93. eh, 

3 Collatz: Numerische Behandlung von Differentialgleichungen. 1951. 

4 Trefftz: Ein Gegenstiick zum Ritzschen Verfahren. II. Int. Kongre® f. Techn. Mech., 


Zurich, 1926. 
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y = Ortsvektor in der Plattenebene; 
s = Weglinge entlang der Randkurve; 
w (zr) = die Durchbiegung der Platte; 
p (x) = die Flachenlast ; 
jt = der aufgelagerte Rand, wo die Verschiebungen i (bzw. 0) vorgegeben sind 
(Zwangsverschiebungen); im. einzelnen: 

9 = der unterstiitzte Rand (w gegeben); 

& = der eingespannte Rand (# gegeben); 

r = die unterstiitzte Ecke (w gegeben); 

jt’ = der freie Rand, wo die duBeren Krifte R (im einzelnen: g, ™, P) vorgegeben 

sind (eingepragte Krafte); im. einzelnen: 

Y’ = nicht unterstiitzter Rand (q gegeben); 

&’ = nicht eingespannter Rand (m gegeben); 

r’ = nicht untersttitzte Ecke (P gegeben). 

Da an jedem Randpunkt (ausge- 
nommen die Ecken) zwei Randbedin- 
gungen bestehen, gehort jeder Rand- 
punkt zwei der vorstehenden Bereiche 
an. 

Die Differentialgleichung (Platten- 
gleichung) lautet: 


a) stetig gekriimmte Randkurve 6b) scharfe Ecke 


Abb. 1. Positive Richtung der Randkrafte und K- AAw = p. (1) 
Metschicbungen: Die Randbedingungen: 
: a é 6) : = 

in Ws he == Ss), aibin eee = 0 (s)i) inet: (w= se Aes 


oder, zusammengefaf8t und symbolisch geschrieben: 


in ft: w=w (Zwangsbedingungen) ; (2) 
hedged pe ay, i a 
in Xo) = K| a = (g}|= rae (3a) 
mae, = : a 
in C’: m (w)=— K |p Aw + (1 — p) ‘yi == m(s); (3b) 
ere — a ap jbo a : 
inv’: P(w)=— K:(1—p) cone Ps (3¢) 
oder zusammengefaBt : 
in R’': R(w) = R  (freie Randbedingungen). (3) 


q(w), m(w), P(w) sind dabei Abkiirzungen fiir die daneben stehenden linearen 
Differentialausdriicke in w. In P (w) bedeutet der lotrechte Strich die Differenz 
zwischen dem rechtsseitigen und dem linksseitigen Grenzwert des Differential- 
ausdruckes. 


3. Die Forminderungsarbeit. 


Die Formanderungsarbeit der ganzen Platte wird bekanntlich beschrieben durch 
den Ausdruck 


| | ew aw 
K Pw O2w \2 Ox? dx Oy 
, np tad , jes ¢ . 
A, (w) 9 dF ( baz =| oy? 2 (1 lt) | @2y O2wy If° (4a) 
aa |e ey dy? |j 


Diesen Ausdruck wollen wir zunichst koordinatenfrei (vektoranalytisch) darstellen; 
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ich verwende dazu die Schreibweise von Lagally. Die erste Klammer ist dw, die 
Determinante: Det (V; 7w). Nun gilt allgemein fiir einen zweidimensionalen Tensor T: 


Det = = [(€--B)? — (+ T)]. 


(€ bedeutet den Hinheitstensor, die zwei Punkte die doppelte Innenmultiplikation.) 
Mit TJ =/; Vw wird ©--T = Aw und somit 
Seely ‘ , = ; 
A, (w) =| AF {(Awy + (1 =) (Vs Ye) (Vs Yeo) — (Aw). (4) 
oe 
Das Bereichsintegral iiber die eckige Klammer lift sich umwandeln in ein Umfangs- 
integral : 


t oVvw 
J =Yds (> “ yu). (5) 
Es ist namlich in der Ebene 
7 ies toe 


Ersetzen wir die beiden //w in (5) voriibergehend durch » und §, wobei wir uns merken, 
da das noch verbleibende 7 (aus @/és) sich nur auf » bezieht, nicht aber auf b, so 
wird 

wea wds (a x VP) X')) =O ds eI. X (v Xi b)T = 


= ds n-[b-(Vs¥) —3(V-»)], (5") 
Daraut wenden wir den GauBschen Satz an in der Form 
Odsn...=\dFp... 
F 


Dieses neue [’ ist dabei auf samtliche Funktionen anzuwenden, also sowohl y als 
auch ». Wir erhalten damit: 


J=\dF7-[v-(V;¥) -V(VV-»)] = 
F 


= \ dF {(V;0)--(V3v) +0° (V3 7)-9 — (VB) (Vv) — 8° (V5 7) ¥}. 

F 
Das zweite und das vierte Glied reduzieren sich; setzen wir fiir » und » wieder /w 
ein, ergibt sich schlieBlich 


A ee \ dF {(V; Vw): - (V3; Vw) — (4w)?} (5.”) 
z 
iibereinstimmend mit der eckigen Klammer in (4b). Damit haben wir fiir A, die 
weitere Form: 
OSG ( { ow \ 
A; (w) = = 1 dF (Aw)? + (1 — uw) (3 x Vw dsy. (4c) 


. 18 
F 


Im Randintegral verschwindet der Integrand, wenn 


1. der Rand unverschieblich aufgelagert und eingespannt ist, weil dann am 
Rand / w = 0 ist; 

2. der Rand unverschieblich aufgelagert und geradlinig ist, weil dann 0w/és = 
ist, also fw auf dem Rand senkrecht steht, ebenso seine Ableitung nach s, die beiden 
Faktoren sind also parallel, ihr AuBenprodukt verschwindet ; 

3. der Rand geradlinig ist und dort éw/én = 0 ist (z. B. am Feldrand einer unend- 
lich ausgedehnten Pilzdecke mit gleicher und in sich symmetrischer Belastung der 


3a 
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einzelnen Felder); dort fallt /w in die Randrichtung, ebenso seine Ableitung, das AuBen- 
produkt verschwindet. 

(Fiir die erste Variation der Formanderungsarbeit hat bereits Willers® das Ver- 
schwinden des Randintegrals in den Fallen 1 und 2 erkannt.) Die obigen drei Falle 
wollen wir kurz als ,,u-freie Lagerung® bezeichnen. Ist eine Platte am ganzen Umfang 
u-frei gelagert, so ist bei gegebener Plattensteifigkeit AK die Formanderungsarbeit 
und iiberhaupt die Lésung der Plattengleichung von « unabhangig. 

Ist der Rand‘ unverschieblich aufgelagert, aber nicht geradlinig, so wird 


ow oVw anw i ow 
| 
Ve a? Gay eer POs oA on? 
wobei 9 der Kriimmungsradius der’ Randkurve ist, positiv fiir konvexen Rand; 
damit wird avw ie a me 
ees ees Ovens ee 


A, (w) ist eine in w quadratische Differentialform. Werden daher zwei Verschie- 
bungen w+ 7 tiberlagert, erhalt man 


A,;(w +) =A; (w) + A (w, 9) + A; (m), (6) 
wobei A (w, 7) den Ausdruck bedeutet: 


A (w,n) = K{\ Vw An dF + (1 o(S2 x Vn) ds\. (6) 


F 
Auch hier verschwindet das Randintegral fiir u-freie Lagerung, im Falle 1 sogar noch 
dann, wenn die Randverschiebungen fest vorgegeben, aber von Null verschieden sind ; 
fiir die Variation 7 ist dann trotzdem am Rand //7 = 0. 
Ist der Rand unverschieblich unterstiitzt, aber nicht geradlinig, wird wie oben 
Vw i te OR On 
és GN ales o On an" 


Bilden wir A;(w-+ vn), so ist die erste Variation 


0A; 5 
6A; = pasa eee = A wry): (7) 

SchlieBlich ist auch noch i 
A, (w) = me. (w, w). (8) 


4. Die AuBere Arbeit. 


Fihren wir die Verformung der Platte so durch, dab die eingeprigten Kriafte dabei 
von Anfang an mit vollem Betrag wirken, dann ist die hierbei geleistete Arbeit die 
sog. ,,Endwertarbeit der eingepragten Krafte. (Nach Schleusner® bezeichnet End- 
wertarbeit allgemein das einfache Produkt aus Kraftkomponente und Weg.) Sie 
betragt 


C (w) = | pwdF 14 \q (8) -wds ‘ ae ae 
w & 


ds + ’ P,w. (9a) 


Fiir die beiden Randintegrale und die Summe verwenden wir weiterhin die abgekiirzte 
Schreibweise : 


| LR, w]ds = \quwds — | m ea ds +» Pw: (10) 


wn w v ¢ 
*» Willers: Die erste Variation der Forminderungsarbeit ausgebeulter ebener Platten. Z. 
angew. Math. Mech. 20, 118—121 (1940). 
: Schleusner: Das Prinzip der virtuellen Verriickungen und die Variationsprinzipien der 
Hlastizititstheorie. Beton u. Hisen 11, 185—192 (1988). ‘Vel. 8. 187. 
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Somit ist also C (w) = \ » w dF + | [R, w] ds. (9b) 
BF wn’ 

Variiert man die Durchbiegung w in der Art w + ¢7 unter Kinhaltung der Zwangs- 

bedingungen, ergibt sich die Variation der Endwertarbeit, und damit auch die Variation 
der auBeren Arbeit zu 

Sk OG - 5 ates 
dA,= 00 ==-| _, = C (n) =\pndF + \ [R, nds. (11) 


08 ls =0 


P w 
Verstehen wir unter w die wahre Lésung, so gelten die Gleichgewichtsbedingungen (1) 
und (3); diese setzen wir in (11) ein. Ferner kénnen wir das Randintegral jetzt auch 
iiber den aufgelagerten Rand % erstrecken, da dort wegen der Zwangsbedingungen 
4 = 0 wird. 
Somit ergibt sich 
dA, = K\ ny AAwdF +0 [R (w), n] ds. (12) 
i 
Da ferner, nach dem Prinzip der virtuellen Arbeit, in der Nachbarschaft der wahren 
Lésung 6A, = 0A; ist, ergibt sich aus (12) und (7) eine neue Darstellung fiir den 
Ausdruck A (w, 7): 


A (an, 4) > K | y AAw dF + b [R (w), 7] ds. (13) 
; : 


Genau genommen, kann die hier gegebene Herleitung nur als heuristische Methode 
gewertet werden; die Aquivalenz der Ausdriicke (13) und (6) kann aber auch auf 
streng analytischem Wege gezeigt werden (vgl. Anhang). 

Fiir die Formianderungsarbeit ergibt sich damit die neue Gestalt 


A, (w) = A (w, w) = | | w AAw dF + +4 [R (w), w] ds. (13a) 
ie 
Das Randintegral verschwindet iiberall, wo die Verschiebungen oder die Randkrafte 
Null sind. 
5. Das erste Minimalprinzip. 


Nach dem Satz vom Minimum der potentiellen Energie wird 
i 3 Ap== C=: Min: (14) 
Fiir die Minimumsforderung zum Vergleich zugelassen sind simtliche Funktionen 
w + ey, welche die Zwangsbedingungen (2) erfiillen, das heift es gilt 


WUE St: 7; =="; (15) 
oder ausfiihrlicher: 


Gee Ws y= 0, auf €: SI 0, aut rs 7 0. 


Dagegen diirfen die Vergleichsfunktionen die Differentialgleichung (1) und die freien 
Randbedingungen (3) verletzen. 
Wir setzen daher die Losung an in der Form (Ritzsches Verfahren): 
w=wWyt+ Dd) C.Wr (16) 
k=1 


wobei w, auf 2 die vorgeschriebenen Randwerte w annimmt und die tibrigen w, — 
simtlich den Randbedingungen (15) geniigen. AuBerdem miissen die w, mindestens 

zweimal differenzierbar sein, weil A; nach (6) den Ausdruck Aw enthalt; falls wir 
aber die Form (13a) verwenden wollen, miissen die w,, sogar viermal differenzierbar 


sein, also AM4w existieren. 
3a* 
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Da die Vergleichsfunktionen die Gleichgewichtsbedingungen nicht erfiillen, diirfen 
wir fiir 5C nicht die Form (12) verwenden, sondern miissen die urspriingliche Form (11) 
einsetzen. Es ergibt sich: 


0 = dT = 6A, — 80 = A (w, n) — O(n) (14) 
und speziell 
Oe as =A (w, W,) -_ C (wy) 
mit (13) und (11): 
O = | w, (K AAw — p) dF + | [R (w) — R, w,| ds. (17) 


[Das Randintegral in (13) kann wegen der Randbedingungen (15) wieder auf Rt’ be- 
schrinkt werden. | 

Falls wir zusitzlich vorschreiben, daB die Vergleichsfunktionen auch noch die 
freien Randbedingungen (3): R (w) = R erfiillen miissen (was aber bei der Ritzschen 
Methode nicht nétig ist), oder falls tiberhaupt keine freien Riinder vorhanden sind 
(voll eingespannte Platte), dann fallt das Randintegral weg und es bleiben die be- 
kannten Galerkinschen Gleichungen iibrig: 


0 = | w, (K Adw — p) dP. (17’) 

Sind alle eingepraigten readin Null, so ist C = \ p wdF und wir konnen fiir 
A (w, w,) die Form (6) verwenden: ' 

0= | (4w Aw, —2-w,) aF + (1 — 4) (4 x pur) as. (17) 


Ist die Platte iiberall u-frei gelagert und sind die eingepragten Randkrafte Null, ergibt 
sich daraus die einfachere Form 


o=| (4w Tens fw] dF. (17"””) 
; 
Hat man aus dem Gleichungssystem (17) in einer der drei Formen die Unbekannten c, 
bestimmt, so kann man den Extremwert von // berechnen. Da wir aber immer nur 
eine endliche Anzahl von ¢, beriicksichtigen konnen, wird der abgebrochene Ausdruck 
w=W) +7 immer nur eine Na&herungslésung darstellen, und der dazugehérige 
Wert 7, immer gréBer sein als der zur wahren Lésung gehérige Wert //*. 
Ks ergibt sich nach (6’) und (9): 
IT (wy +) = A; (wo) + A (wo) + Ai (n) — © (9) — E (n)- (18) 
Darin sind die Ausdriicke A (wy, 7) und C (yn) in den c, linear, A; (7) ist in den c, 
quadratisch. Ist nun allgemein ein gemischt-quadratischer Ausdruck 
IT x=6.- SD bya ot DS eee (19) 
i kon 
durch entsprechende Wahl der x, zu einem Extrem zu machen, so lauten zuniichst 
die Bestimmungsgleichungen fiir die 2,: 
oll 


+ 
Ox ie by, cs 2 Po An, n En: 
k n 


= 


Mit den x, multipliziert und addiert, ergeben sie 


. 7 7 .y ‘ 
"i < De Vr a9 2 ao > An, n Ty Cp 
C k 


— 
n 


Kin Minimalprinzip zur Auflésung der Plattengleichung. 45 
und das in (19) eingesetzt, ergibt fiir den Extremwert 
li , 
Emin = € saacw by, Xs (19’) 
k 


das heiBt zur Berechnung des Extremwertes hat man die linearen Glieder halb zu 
nehmen, die quadratischen wegzulassen. 
Nach dieser Regel ergibt sich aus (18): 
1 S2= 
Tin = A; (9) +5 -A (9, 9) — G (009) — +E (n). (18’) 
Sind simtliche Zwangsverschiebungen am Rande Null, dann kénnen wir We =) 
setzen, damit wird 7 = w, und es bleibt 


1 = 
Tian Ton of (w). (18”’) 
Wie schon oben erwiihnt, ist fiir die (unbekannte) wahre Lésung w*: 


* 
if = [Tras 


6. Das zweite Minimalprinzip. 


Wir fiihren nun eine Transformation durch, die der bekannten Transformation 
von Friedrichs’ entspricht; wir wollen nimlich auch von der bisher eingehaltenen 
Forderung der Zwangsbedingungen abgehen und statt dessen diese Bedingungen, 
mit Lagrange-Faktoren A, x, » multipliziert, in den Extremalausdruck hineinnehmen. 
Wir erhalten damit den neuen Ausdruck 


If = ff — \ A (s) [w — w (s)]ds + | ut (8s) | — Hs)| ds + 3’ », [w — w(s,)] (20’) 
x & es 


oder in Analogie zu (10) abgekiirzt geschrieben: 


IT’ = IT — \ [e, w — w] ds — stat., (20) 
i 
wobei o die drei Lagrange-Faktoren symbolisiert. 
Von diesem Ausdruck diirfen wir nun nicht mehr verlangen, dafi er ein Extrem 
wird, sondern nur, daB er in der Umgebung der wahren Lésung stationar wird. 
Zunichst bestimmen wir die Lagrange-Faktoren, indem wir die erste Variation 
bilden; unter Verwendung von (14’) ergibt sich 


d1I' = A (w, n) — O(n) — \ [o, u] ds 
ji 
und darin (13) und (9b) eingesetzt: 


oI’ = \ n (K AAw — p) dF + | [R (w) — R, nds + | [R (w) — 9, n] ds. 


F R HR 


Fiir die wahre Lésung verschwinden wegen (1) und (3) die ersten beiden Integrale 
von selbst. Damit auch das dritte Integral fiir jede Variation 7 verschwindet, muB 


o = Rw) (21) 
sein, oder ausfiihrlich 
A= @(0),— b= w), 9 => P (w). (2la—c) 
Damit wird 
I = A; — 0 —\ [R (wv), w — w] ds (22) 


7 Vgl. z. B. Courant-Hilbert: Methoden der Mathematischen Physik, 2. Aufl., Bd. J, 
S. 202ff. 1931. 
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und die erste Variation 
d1T' = \ n(K AAw — p) dF +\ (Rw) — RB, n]ds — \(R(y), w—@]=0. (23a) 


Setzen wir die Losung an in der Form 
Wi on Cy Wr» 
so lauten die Bestitmmungsgleichungen fiir die c, entsprechend 
0 = 2 | w, (K Adw — p) dF + | [R(w) — RB, wz] ds — \ [RB (w,), w — w] ds. (23d) 


OC;, A . 
F R 


R 


Wir ko6nnen nun den (bisher ganz willkiirlichen) Vergleichsfunktionen wieder 
gewisse Bedingungen auferlegen: So wollen wir zunachst fordern, da sie der 
Differentialgleichung (1) geniigen. Wir setzen zu diesem Zweck an 


co 
.7 
UDP oe Wo ais a Ch, Wr 


worin 
K AAw, =p 
und fiir alle weiteren k: 
AAw, = 0. (24) 
Damit fallt in (23) zunichst das Bereichsintegral weg, es bleibt 
| [R (w) — R, we] ds — | LR (w,), w — W] ds = 0. (25) 


Schreiben wir dann weiter noch vor, daB w auch den freien Randbedingungen ge- 
niigen soll (womit dann samtliche Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sind), also 
auf ft’: 


R(w) = R, 
das heibt 
(we) = R, 
und fiir alle weiteren k: 
R (w,) = 0, (26) 


so fallt auch noch das Integral iiber $k’ weg, und es bleibt 


\ [BR (w,), vw — w]ds = 0. (27) 


H 


Das Erganzungspotential //’ wird in diesem Falle wieder ein Extrem, und zwar 
ein Maximum. Es lit sich nach (22) darstellen in der Form: 


IT’ = 5 {Kk | w AAwdF + ) [LR (w), w] ds\ — 


J 
FP 


ve {\ pwdFk + | [R, w|ds + | [LR (w), w] ds| fe | [R (w), w] ds. 
iF wY R H 
Die zweite Klammer ist das Doppelte der ersten, welche die Entwicklung von A, 
darstellt; die dritte Klammer ist die Endwertarbeit der Zwangsverschiebungen C. 
Damit wird 
I’ = — A; + C > Max. (28) 


Dabei sind zum Vergleich zugelassen alle Funktionen, die samtliche Gleichgewichts- 
bedingungen (Differentialgleichung und freie Randbedingung) erfiillen. 


Ein Minimalprinzip zur Auflosung der Plattengleichung. 47 


Sind alle Zwangsverschiebungen Null, fallt C weg, und es bleibt 
2 Jaf = A; a Min., (28’) 


der bekannte Satz vom Minimum der Fortminderungsarbeit (genauer formuliert: 
Minimum der Erginzungsarbeit; solange das Hookesche Gesetz gilt, ist diese aber 
gleich der Formiinderungsarbeit). Ist die Platte auBerdem noch u-frei gelagert, lassen 
sich die Bedingungsgleichungen einfacher schreiben in der Form 


1 : , | Ow dAw 
kK A (w, w,) = | Aw Aw,dF = d ( Aw, —w we) ds= 0, (29) 
PF 


Diese Formel hat bereits Wegner’ aufgestellt und verwendet. 
Sind die Zwangsverschiebungen Null, betrigt der Extremwert 


’ 1 
I] MYaXN A; (Wo = ”) <a 1 eetos [A (Wo, Wo) ri A (Wo, n)I me Ss A (Wo; w). (30) 


Fiir die wahre Lésung w* ist // = II’. Das folgt einerseits daraus, daB wir in (20) 
nur Glieder hinzugefiigt haben, die fiir die wahre Lésung verschwinden. Es ergibt 
sich aber auch, wenn man (14) und (28) voneinander subtrahiert: 

Pee eA. (CC). 
Addiert man die Endwertarbeiten der eingeprigten Kriafte und der Zwangsver- 
schiebungen, erhalt man die gesamte aufBere Endwertarbeit; fiir die wahre Lésung 
ist sie gleich der inneren Endwertarbeit, und diese (mit dem Hookeschen Gesetz) 
gleich der doppelten Forminderungsarbeit; daher gibt die obige Differenz Null. 

Der Wert //* fiir die wahre Lésung geniigt also der Ungleichung 

IP oss = 1i* = eS 
und daher kann die Differenz Jy, — Imax als ein Ma dafiir gelten, wie nahe 
zwei bestimmte Naiherungslésungen nach den beiden Methoden an der wahren Lésung 
liegen. 


Anhang: Analytischer Beweis fiir die Aquivalenz der 
Ausdriticke (6) und (13). 


Wir gehen aus von der Form (13): 


A(i,n) = K | n AAwdF + oq (w) 4 ds — om (w) 21. ds + >’ P (w) 7. (a) 


on 
F 

Das zweite Integral ergibt nach (3a): 

; r [ dAw a | dw 

© 4 (w) nds = — Ko] oY lw) (=) nas 
Auf das zweite Glied darin wenden wir Produktintegration an: 
i [r 0Aw Ce er DSC AOU we Om al | 
dy (w) n ds = (o on ML ds | (1 {t) ae; on eh 8, +0 -, ® os On os ds \° (b) 
Die Summe in (a) betriigt nach (3c): 


D> P(w)n=—K(—u 


et ae t,t 


Das kompensiert gerade die Summe in (b) und wir erhalten 


) - Phe ew 
bq (w) yds + »' P(w)n=—KQ u we 


; Pw on 
Sen al me Hh) Gera a | 


ds. (c) 


8 Wegner: Eine neue Methode zur approximativen Lésung von Spannungsproblemen bei 
Platten und Scheiben. Forschungsh. Stahlbau 6, 183—189 (1943). 
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Wir haben damit die Arbeit der Kirchhoffschen Ersatzscherkrifte zurtickgefiihrt 
auf die Arbeit der urspriinglichen Drillmomente. 
Ferner ist nach (3b): 


gm (w) ds = — Kou Areal Sane | al as (d) 
und schlieBlich nach dem Greenschen Satz: 
K\ i Adwak = K {\ Aw Ana 4 | 2A 9g — Aw “| dsl. (e) 


iF PF 
Somit ergibt die Summe (c) — (d) + (e): 


A (w, n) = K{\ dw An dF + (1 —n) | MLE iad Aw £1. asl. 


: ds On 08 on on on 
F 
Der Integrand des Randintegrals liBt sich auch schreiben in der Form: 
J =n (V3 Vw): Vn — Aw] 
= n+ (Vx (Kw xX Vn)] = nx V)* (Vw x Vn); 


worin das Komez-Zeichen unter 47 bedeutet, da die iibrigen Nabla auf dieses Glied 
nicht anzuwenden sind. Beniitzen wir nun wieder die Identitat 


ilies] Os? 
ergibt sich 
Vw 
ele ha ala 


und damit 
¢ [ Vw 
A (Ww, 74) = \| Aw AndF + (1 — o(42 x Vn] ds} 
F 
tibereinstimmend mit (6). 
Zusammenstellung der Formeln. 
Die Lésung der Plattengleichung wird angesetzt in der Form 
W = Wy + dD) Ce Wy 


Die w, sind bei den einzelnen Methoden verschiedenen Bedingungen unterworfen, 
und die c,, sind dementsprechend aus verschiedenen Extremalprinzipien zu bestimmen. 
Die einzelnen Falle gliedern sich folgendermaBen: 


keine Bedingung erfillt: (23b) 


Zwangsbedingungen erftillt Differentialgleichung erfillt 
(Ritz) (17) (25) 
freie Randbedingungen erfiillt eingepriigte Randkriifte — 0 freie Randbedingungen erfullt 


(Galerkin) (17’) und y-freie Lagerung (17’’’) (27) 


Zwangsverschiebungen = 0 
und w-freie Lagerung (Wegner) 
(29) 
Dementsprechend entstehen die Gleichungen aus der allgemeinsten Form durch 


Wegstreichen jener Glieder, die wegen der Erfiillung einzelner Bedingungen identisch 
verschwinden : 
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Differentialgleichung | w, (K AAw — p) dF < a Sieg ae 
R 
jan 
freie Randbedingungen + | [R (w) — R, w,| ds < (23b) — a 
i | | (25) 
Zwangsbedingungen — | [R (w,),w — wids < <— (27) 


x 


Vor einer anderen Darstellung stammen dagegen die beiden Formeln fiir j-freie 
Lagerung: 


(aw ae = Fw, dF = 0, (Ee) 
| Aw Aw, dF = 0. (29) 


Fr 


(Hingegangen am 26. Januar 1953.) 
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Von Adolf G. Smekal. 
Mit 14 Textabbildungen. 


Inhalt: 


. Emleitung. Plastisches und sprédes Stoffverhalten. 

. Bedingungen des Brucheintrittes unter ein- und mehrachsigen Beanspruchungen. 

Brucheintritt bei kreiszylindrischen Biegestaében mit sprédem Stoffverhalten. 

. Verhaltnis von Biegefestigkeit und Zugfestigkeit fiir Zylinderstaébe mit sprédem Stoffverhalten. 

. Zeitlicher Verlauf des Bruchvorganges von kreiszylindrischen Zugstaben mit sprédem Stoff- 
verhalten. 

. Mechanismus der Bruchauslésung und Bruchfortpflanzung bei spré6dem Stoffverhalten unter 
einachsiger Beanspruchung. 

. Zum Bruchvorgang bei sprédem Stoffverhalten unter mehrachsigen Beanspruchungen. 

Experimentelle Unterlagen von Emil Eberle und Franz Puchegger. 


OUR Wb 


or) 


-1 


Zusammentassung. Das Anwendungsgebiet der Mechanik homogener Kontinua betrifft 
nur Volumeneigenschaften der Festkérper, daher versagt sie bei der Wiedergabe von Bruch- 
erscheinungen. Wie fiir homogene Stoffgebiete experimentell besonders gepriift und bestatigt 
wurde, sind bei wirklich homogenen Festkérpern an Stelle von Bruchvorgangen nur Plastizitats- 
erscheinungen nachweisbar. 

Die Beschreibung von Brucherscheinungen erfordert die Anwendung einer Mechanik in- 
homogener Kontinua. Auch der Grenzfall spré6den Stoffverhaltens wird grundsatzlich 
nur in Bereichen inhomogenen Stoffaufbaues verwirklicht gefunden. Die Auslésung von Bruch- 
vorgangen erfolgt hierbei an Inhomogenititsstellen von stoffspezifischer Beschaffenheit. Fir 
Silikatglaser wird im_ besonderen gezeigt, da ihre zur Bruchauslésung  geeigneten 
Inhomogenitatsstellen Eigenspannungsstellen mit Kerbwirkung sind, welche statistische 
Verteilungseigenschaften besitzen und keine merklichen Beeinflussungen aufeinander ausiiben. 

Das quasi-statische Verhalten des mit diesen Eigenschaften ausgestatteten imhomogenen 
Kontinuums liefert eine qualitativ zutreffende Wiedergabe aller mit den Orten des Bruch- 
beginnes und dem Anfangsverlauf der Bruchfortpflanzung zusammenhingenden Aus- 
sagen im Falle der einachsigen Beanspruchungen des Biege- und Zugversuches an 


* A. Nadai zum 70. Geburtstage zugeeignet. 
Ingenieur-Archivy VII, 1. 
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Rundsti&ben. Dazu gehéren Beobachtungsergebnisse iiber die statistische Verteilung der Bruch- 
beginnorte im Biegeversuch, das Verhialtnis von Biege- und Zugfestigkeit sowie die Abhangigkeit 
der Zugfestigkeit von der Probenlange und vom Probendurchmesser. 

Der zeitliche Verlauf der Bruchfortpflanzung im homogenen Zugversuch ist durch 
Vermessung auf den Bruchflachen hervorgebrachter Ultraschallspuren ermittelt worden. Die 
zeitlich trage, spannungsthermische Anlaufphase der Bruchfortpflanzung beginnt mit sehr 
kleinen Geschwindigkeiten und hangt ab von der Versuchsgeschwindigkeit, von der Temperatur 
und von der Individualitat der bruchauslésenden Inhomogenitiatsstelle. Die stationare, 
athermische Endgeschwindigkeit der Bruchfortpflanzung dagegen ist von gleicher GroBen- 
ordnung wie die Geschwindigkeit der transversal-elastischen Wellenfortpflanzung und bildet 
eine Stoffkonstante. Der Zeitbedarf beider Phasen der Bruchentwicklung unterscheidet sich 
um viele GréBenordnungen (z. B. 107: 1) und bestimmt alle mit der Dynamik der Bruchfort- 
pflanzung zusammenhangenden Erscheinungen, wie die Abhangigkeit der Zugfest igkeit 
von der Versuchsgeschwindigkeit,' die Formen von Sekundarbruchumrissen auf 
Primarbruchflachen (Hyperbel, Stromlinienprofil), die sehr geringe Haufigkeit im Stab- 
inneren verlaufender Bruchvorgange. Hierbei zeigt sich, da das makroskopische Bruch- 
geschehen grundsitzlich als Ergebnis der zeitlichen Konkurrenz zwischen einer Mehrzahl 
von Einzelvorgingen aufzufassen ist, die an verschiedenen Inhomogenitatsstellen ausgelést 
werden und das seltene Auftreten doppelter Briiche zur Folge haben. 

Bruchvorgange, die in mehrachsig beanspruchte Stoffgebiete eindringen, er- 
zeugen daselbst von Inhomogenitatsstellen ausgehende gefaltete Sekundarbruchflachen 
(Lanzettbriiche), die eine Profilierung der Primarbruchflachen hervorbringen und nur 
als dynamische Bildungen verstandlich sind. 


Summary. Mechanics of homogeneous solids applies to volume properties only and fails, 
therefore, to describe break phenomena. Instead of breaking processes, really homogeneous solids 
reveal but plasticity phenomena, as we have secured by proper experiments. 

Hence any theory of breaking phenomena must be related to the mechanical behaviour of 
an inhomogeneous continuum. This proves true especially in the simple limiting case of 
brittleness. Here the beginning of fracture processes takes place on spots of inhomogeneity, 
the quality of which depends from the substances used. For silicate glasses it is demonstrated 
that these spots are centres of self-stressings, which are able to concentrate locally 
outer stresses too, and which do not influence each other sensibly. Furthermore, this special 
type of flaws is characterized by statistically distributed properties. 

The quasi-static behaviour of a solid with such flaws qualitatively accounts for all facts 
connected with the locations of fracture origins and with the orientation of the beginning 
of crack propagation for uniaxial stressing in bending or tensile experiments with 
eylindricalrods. In this respect results are mentioned on the statistical distribution of fracture 
origins in flexure experiments, on the relation between bending and tensile strength, and on the 
dependence of tensile strength upon specimen length and rod diameter. 

The time progress of crack propagation during uniform tensile experiments has been 
measured by means of the traces of ultrasonics on the fracture surfaces. The initial phase of 
crack propagation depends on a cooperation of fluctuations of thermal energy and 
stress concentration along the fracture front; it begins with very slow velocities and 
varies with the rate of loading, the temperature and the individuality of the primary flaw. On 
the contrary, the terminal phase of crack propagation is of athermic nature; its high velocity 
proved to be a material constant of the same order of magnitude as the propagation velocity 
of transversal elastic waves. Therefore, the durations of both phases are differing by many powers 
of ten (e. g. 107: 1). This accounts for all phenomena connected with the dynamics 
of crack propagation, especially the dependence of tensile strength from the loading rate; 
the shapes of secondary fracture contours on primary fracture surfaces (hyperbolae, stream-line 
profiles), the very low frequency of break processes passing fully inside of the specimens. Further- 
more, time phenomena reveal the necessity to consider macroscopic breakage as the result of 
a contest among a plurality of single processes starting on different weak spots of inhomogeneity. An 
interesting justification of this view is given by the very small frequency of double-fractures. 

Entering polyaxially stressed areas, break processes may produce specially folded secondary 
fractures (lancet-fractures) starting again on spots of inhomogeneity. They are profiling the 
primary fracture surfaces and may be unterstood only from the dynamical circumstances of 
their origins. 

Résumé, La mécanique des solides continus et homogénes ne s’applique qu’a des propriétés 
de volume et faillit done pour les phénoménes de rupture. En effet, on a établi par des 
expériences, qui des solides réellement homogénes montrent seulement des phénoménes de 
plasticité au lieu des événements de rupture. 
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Crest pourquoi que chaque théorie des phénoménes de rupture doit partir des solides continus 
mais inhomogénes, particuliérement en cas de limite des matériaux cassants. Ici, chaque 
rupture commence au lieu dune inhomogénéité des qualités différentes selon la nature 
spéciale des matiéres envisagées. En cas des verres siliceux on a démontré que ces lieux 
Uinhomogénéité sont des centres des tensions élastiques intérieures, centres, qui ont 
le pouvoir de concentrer des tensions élastiques extérieures aussi et qui n’exercent 
pas des influences mutuelles sensibles. De plus ces centres sont caractérisées par. des qualités 
statistiquement distributées. 

La connaissance de état quasi-statique d’un tel solide inhomogéne suffit de rendre compte 
d’une maniére qualitative de tous les faits sur la localisation des origines des cassures 
et sur Vorientation originaire des ruptures en cas de la flexure ou de la traction des 
batons cylindriques. Ces conséquences sont illustrées par des résultats sur la distribution 
statistique des origines de rupture registré dans des expériences de flexure; par la relation entre 
la résistence & la flexure et & la traction; enfin par l’influence de la longueur et du diamétre des 
spécimens sur la résistance a la traction. 

En cas de Puniforme traction la vitesse de la propagation de rupture avait été mesuré 
au moyen des marques courbées, tracées sur les surfaces des cassures par des choc-ondes ultra- 
soniques. La phase initial de propagation est déterminée par la coopération des fluctuations 
de Vénergie thermique et de la concentration de Vénergie élastique le long 
du front avangant de la cassure; par conséquent, cette phase commence avec des vitesses 
trés basses et dépend de la progression de la charge de l’expérience, de la température et de 
Pindividualité de Porigine de la rupture. Au contraire, la phase terminale de la propagation de 
rupture est fondamentalement athermique; leur vitesse est trés haute et constante, du méme 
ordre de grandeur comme la vitesse de la propagation des ondes élastiques transversales. Les 
durées des deux phases différent done énormément (p.e. 107: 1). Les conséquences de ce fait 
influencent tous les phénoménes liées & la dynamique de la propagation des ruptures: 
la dépendance de la résistance & la traction de la progression de la charge de l’expérience; les 
figures des contours des cassures secondaires sur les cassures primaires (hyperboles, profiles 
aérodynamiques); la fréquence trés basse des ruptures, qui sont développées entiérement dans 
Vintérieur des spécimens. Finalement, la rupture macroscopique est considérée comme 
résultat dun concours entre un grand nombre de ruptures individuelles, 
procedent dans tous les parties du spécimen. Une justification intéressante de cette vue est 
Vexistence d’une fréquence trés basse pour la formation simultanée des double-ruptures. 

Si une cassure avangante entre dans une partie de volume, déformé par deux tensions 
principales de traction a la fois, on a observé la formation d’un nouveau type de cassure 
secondaire pliée (rupture de lancette). La cassure primaire est donc profilée par ces nouvelles 
surfaces secondaires. Leurs propriétés spéciales ne peuvent étre compris qu’en raison des 
cireconstances dynamiques de leur formation. 


1. Einleitung. Plastisches und sprédes Stoffverhalten. 


Die von A. Nadaiso entscheidend geforderte Beherrschung des phinomenologischen 
Plastizitatsverhaltens der Werkstoffe hat sich zu einem selbstandigen Teilgebiet 
der allgemeinen Mechanik der Kontinua entwickelt. Wie im Bereiche des Elastizitats- 
verhaltens der Kontinua reichen zur Beschreibung dieser tiberelastischen Volumen- 
vorgiinge wenige phinomenologische Stoffgré8en oder Stoffunktionen aus und recht- 
fertigen damit die idealisierende Einfachheit seiner Grundannahmen. 

Betrachtet man demgegeniiber den anderen Grenzfall iiberelastischer Vorginge, 
das Sprodverhalten von Stoffen, dann zeigt sich, da ein. homogenes Kontinuum 
zu seiner Beschreibung nicht ausreicht, weil dabei keine Volumenerscheinungen 
mehr vorliegen. Jeder Bruchvorgang beginnt an irgendeiner Stelle des Korperinneren 
oder der Korperoberflache und umfafSt auch nach seiner zeitlichen Vollendung nur 
eine flachenhafte Mannigfaltigkeit von Kérperpunkten. Die Auszeichnung solcher 
Orte stellt ein dem homogenen Kontinuum grundsitzlich fremdes Begriffselement 
dar, so daB jede allein aus der Kontinuumsmechanik versuchte Aussage tiber Bruch- 
erscheinungen ungeklirte Grundlagen besitzt. 

Eine versuchsmaBige Priifung dieser Bedenken war bisher unausftihrbar, weil 
alle wirklichen Festkérper in Bereichen normaler Abmessungen inhomogenen Bau 
aufweisen. Indes gelingt es, entweder durch Herabsetzung der Probenabmessungen 

4* 


52 A. G. Smekal: 


(vgl. Nr.4) oder durch Verkleinerung der beanspruchten Raumteile herabzugehen 
unter die GréBenordnung der mittleren Entfernung zwischen benachbarten 
Inhomogenitiitsstellen, die bei zahlreichen einheitlichen Stoffen um 10 cm oder 
10 Mikron gelegen ist. Wahrend der zur technischen Hartebestimmung angewendete 
Eindruck- oder Ritzversuch bei Stoffen, wie Silikatglasern, Quarz, Korund, Bor- 
karbid, stets mit Brucherscheinungen verbunden ist, erhalt man bei allen diesen 
Musterbeispielen normalen Sprodverhaltens nur mehr bruchfreie Hindring- 
spuren, sobald die benutzten Kontaktflichen kleiner als ein Quadrat- 
mikron gewihlt werden'. Dabei handelt es sich um Abmessungen (5: 10~° cm), 
die noch immer sehr gro8 sind, verglichen mit der GréBenordnung der Molekular- 
abstinde (3- 10-8 cm), so daB die Anwendung der Kontinuumsvorstellung auch hier 
noch unbedenklich bleibt?. Somit erscheint jetzt auch durch den Versuch entschieden, 
daB homogene Kontinua unter den gleichen Verformungsbedingungen, die in- 
homogene Kontinua in Teilkontinua zerlegen, Kontinua verbleiben und nicht 
in Teilkontinua aufgebrochen werden*. 

Sprodes Stoffverhalten, auch in der Form kristalliner Spaltbarkeit, 
ist demnach grundsadtzlich an die Wirksamkeit von Inhomogenitiats- 
stellen geknipft*. Die Funktion solcher Stellen besteht in der Konzentrierung 
elastischer Energie durch Kerbwirkung, womit der fiir einen Bruchbeginn er- 
forderliche Betrag an Oberflichenenergie an derartigen Orten und nur an ihnen aut- 
gespart wird. Das Fortbestehen dieses Mechanismus der Energiekonzentrierung ist 
fiir das Fortschreiten der Front des Bruchflaichenspaltes auch im weiteren Verlauf des 
Bruchvorganges wesentlich (Nr. 5). Ohne ihn bleibt die Aufspeicherung der elastischen 
Verformungsarbeit ein Volumenvorgang, der schlieBlich, in Ubereinstimmung mit unse- 
ren Versuchen, im Volumenvorgang einer Plastizitatserscheinung betatigt wird’. 


2. Bedingungen des Brucheintrittes unter ein- und mehrachsigen Beanspruchungen. 


Die Mannigfaltigkeit der im AnschluB an die Mechanik homogener Kontinua 
versuchten Bruchtheorien beleuchtet ihre Schwierigkeiten, die Anwendungsbereiche 


1 W. Klemm und A. Smekal: Naturwiss. 29, 688, 710, 769 (1941) (Silikatgliser, Quarz, 
Korund). A. Smekal und W. Klemm: Mh. Chem. 82, 411 (1951) (Silikatglaser, Plexiglas). 
A. Smekal und A. Starzacher: Anz. Osterr. Akad. 1951, 348 (Silikatglas). A. Smekal und 
F. Puchegger: Osterr. Chemiker-Ztg. 58, 273 (1952); Powder Met. Bull. 1953 (im Erscheinen) 
(Korund, Wolframkarbid, Siliztamkarbid, Borkarbid). Vgl. auch analoge Versuchsergebnisse 
an Kalkspat bei F. Puchegger und A. Smekal: Anz. Osterr. Akad. 1951, 350. F. Puchegger: 
Naturwiss. 39, 428 (1952). — Die Auflésung der benutzten lichtoptischen Nachweismittel (Phasen- 
kontrast, Mikrointerferometrie) hat sich in allen Fallen als ausreichend erwiesen. Erste iiber- 
mikroskopische Kontrolle der Abwesenheit von Brucherscheinungen bei Th. Marx, W. Klemm 
und A. Smekal: Naturwiss. 81, 143 (1943). 

2 Die Homogenitaét der gepriiften Stoffbereiche ergibt sich dabei eimerseits aus der Gleich- 
formigkeit der nachgewiesenen plastischen Stoffverschiebungen und des iiberwundenen Stoff- 
widerstandes, anderseits aus der Konstanz des spezifischen Stoffwiderstandes und der Fest- 
stellung, daB sein Betrag einer unmittelbaren athermischen Uberwindung der echemischen Binde- 
krafte des Stoffes entspricht. Letzterer Umstand sichert iiberdies das Fortbestehen des gleichen 
Plastizitatsmechanismus fiir den sublichtmikroskopischen Auflésungsbereich. 

* Molekularphysikalisch betrachtet, enthalt diese Feststellung naturgemi® Aussagen iiber 
das Verhaltnis der Reichweite der Wirkungen der Inhomogenitiatsstellen zur Reichweite der 
Molekularkrafte. 

4 Vgl. etwa A. Smekal: Uber die Mikrostruktur der Festkérper. Jb. Akad. Mainz 1950, 
200; Acta Phys. Austr. 4, 313 (1950); Symposium Géteborg 1952 (im Erscheinen). 

* Gegeniiber dieser den Elastizititsbereich eines echt-homogenen Festkérpers begrenzen- 
den Plastizitétserscheinung betrifft die phiinomenologische Plastizitiitstheorie grundsatzlich 
Higenschaften echt-inhomogener Kérper, die durch Vorhaadensein von Inhomogenitiitsstellen 
besonderer Beschaffenheit ein quasi-homogenes Plastizitiitsverhalten erméglichen. 
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dieser Ansatze aus ihren Voraussetzungen abzuleiten. Nach dem Vorstehenden miissen 
legitime Aussagen iiber die Bedingungen des. Brucheintrittes Vorhandensein und 
Beschaffenheit von Inhomogenitatsstellen vorweg beriicksichtigen, was in der 
Plastizitaétstheorie formell nicht bendtigt wird’. Ersteres hitte vom Spezialfall der 
Griffithschen Bruchtheorie aus als bekannt vorausgesetzt werden k6nnen®. Die 
Unzulanglichkeit des Griffithschen Modells fiir Inhomogenitiitsstellen’ belegt jedoch 
die Notwendigkeit, von allzu bestimmten Modellvorstellungen abzusehen und aus 
der beobachtbaren Abhingigkeit der Brucherscheinungen von ein- und mehrachsigen 
Beanspruchungen auf die Beschaffenheit der Inhomogenititsstellen der untersuchten 
Stoffe zuriickzuschlieBen. 

Die groBe Mannigfaltigkeit stofflicher Verhaltensweisen, die durch Anwendung 
von synthetischen organischen Werkstoffen, von Sinterkérpern und Hartmetallen 
an Aktualitat gewonnen hat, liefert unverkennbare Hinweise darauf, daB die 
Inhomogenitatsstellen verschiedener Stoffarten keineswegs einheitlichen Bau be- 
sitzen, sondern von der Natur der beteiligten chemischen Bindekrafte, den chemischen 
Verunreinigungen und den Herstellungsbedingungen der Feststoffe abhangen’. Daher 
erfordert selbst eine Behandlung des Grenzfalles rein spréden Stoffverhaltens ein 
bewuBtes Zusammenwirken der allgemeinen Mechanik der Kontinua und der stoff- 
spezifischen Materialforschung. 

Die vorliegende Arbeit unternimmt es, dies an der Stoffgruppe der Silikat- 
glaser zu erlautern, welche den Vorzug der Isotropie besitzt und gleichzeitig dem 
Idealfall spréden Stoffverhaltens desto weitgehender entspricht, je tiefer die 
Versuchstemperatur unterhalb der thermischen Erweichungsgebiete gelegen ist. An 
diesen verhaltnismaBig bequemen Objekten kann gezeigt werden, daB der Bruch- 
eintritt selbst in einfachsten Beispielen mit Orten rechnerischer Maximalbeanspruchung 
unmittelbar nicht zusammenhingt (Nr. 3, 4), da eine Kenntnis der Dynamik 
des Bruchverlaufes fiir die Beurteilung der Bedingungen des Brucheintrittes wesent- 
lich ist (Nr. 5, 6) und auch fiir ein Verstaéndnis des Einflusses mehrachsiger Be- 
anspruchungen unerlaflich sein kann (Nr. 7). 

Zur Behandlung dieser Fragen gentigt es, die Bruchflachen im wesentlichen als 
stetige Flichen aufzufassen und davon abzusehen, daB sie wegen des inhomogenen 
Baues der betrachteten Stoffe gleichfalls ee verwickelte Struktur besitzen miissen. 
Thr Feinbau besteht aus dichten Folgen von Bruchflaichenelementen, deren Bildung 
durch ihnen zeitlich und lagemaBig vorangegangene ahnliche Zwischenglieder des 
Bruchgeschehens ausgeliést wurde und die ihrerseits weitere solche Teilvorgange 
veranlassen. Die Ausbreitung jedes Bruchvorganges besteht demnach in der dauernden 
Hervorbringung von ,,Sekundiar“‘briichen, deren Facetten im allgemeinen durch eine 
stetige GroBfliche angenihert werden kénnen. Empirisch gilt dies vor allem von 
den lichtoptisch glatt erscheinenden Bruchflichengebieten, deren Entstehungs- 
bedingungen im folgenden allein Gegenstand der Untersuchung sind. 

Diese Grenzziehung dient nicht nur einer Beschrankung des Umfanges der hier 
darzubietenden Betrachtungen — im wesentlichen umschreibt sie auch jenen Kr- 


6 A.A. Griffith: Trans. Roy. Soc., Ser. A 221, 163 (1920); Proc. Int. Congr. Appl. Mech. 
Delft 1924, S. 55. —K. Wolf: Z. angew. Math. Mechan. 3, 107 (1923). — A. Smekal: Kohasion 
der Festkérper, in Auerbach-Hort: Handbuch der Mechanik, Bd. IV/2, 8.1 bis 153, 1931, 
Z. Physik 108, 495 (1936), sowie Festigkeitseigenschaften spréder Kérper. Ergebn. exakt. Natur- 
wiss. 15, 106—188 (1936). 

7 Wie z. B. die itbermikroskopischen Untersuchungen von Glasoberflachen und Bruchflachen 
gezeigt haben, enthalten die Silikatglaser keine den Abmessungen Griffithscher Risse vergleich- 
bare Inhomogenitiitselemente. Vgl. auch A. Smekal: Glas Tekn. Tidskr. 7, 147 (1952). 

8 Vel. A. Smekal: Jb. Akad. Mainz 1950, 200, ferner Acta Phys. Austr. 6, 228 (1952) und 
Vortrag am I. Plansee-Seminar Reutte/Tirol 1952 (im Erscheinen). 
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scheinungsbereich, zu dessen Verstiindnis eine quasi-statische Kontinuums- 
mechanik inhomogener Stoffe ausreicht. Merkliche Abweichungen der Sekundar- 
bruchfacetten von einem einheitlichen Bruchflachenverlauf sind meist auf das Hinzu- 
treten dynamischer Beanspruchungen in den Gebieten der Sekundarbruch- 
auslosung zuriickfiihrbar. Das Vordringen des Bruchspaltes bewirkt ja nicht nur 
értliche Verinderungen, sondern auch weiterreichende elastische Ausgleichsvorgange 
im beanspruchten Probekérper, welche mit den hohen Ausbreitungsgeschwindigkeiten 
longitudinaler und ‘transversaler Wellenerscheinungen vor sich gehen. Hine Riick- 
wirkung solcher elastischer Wellenfelder auf den weiteren Bruchfortschritt besteht 
nur, wenn geeignet reflektierende Flachen der Korperbegrenzung vorhanden sind 
und wenn die zuriicklaufenden Wellen geniigend Energie besitzen. Die von ihnen 
beeinfluBten Brucherscheinungen sind demnach von der Probenform abhangig 
und daher von dem im folgenden allein behandelten Bruchgeschehen grundsatzlich 
experimentell abtrennbar, wie fiir kreiszylindrische Zugstibe auch bestatigt wurde’. 


Ein weiteres bemerkenswertes Kennzeichen der durch Zusatzbeanspruchun- 
gen entstehenden Brucherscheinungen besteht darin, daB sie bei tbereinstimmender 
Symmetrie von Probenform und Beanspruchungsart Gabelungen des Bruch- 
verlaufes hervorbringen kénnen, welche die Entstehung einer Mehrzahl von 
Bruchstiicken zur Folge haben. Dieser fiir die Bruchmechanik des sprdoden 
Stoffverhaltens besonders charakteristische Sachverhalt tritt bereits bei kreis- 
zylindrischen Zug- und Biegest&iben auf!®. Er stellt ein weiteres Beispiel gewisser- 
maBen alltaglicher Brucherscheinungen dar, die den von der Mechanik homogener 
Kontinua ausgehenden Bruchhypothesen unzuganglich geblieben sind. 


3. Brucheintritt bei kreiszylindrischen Biegestaében mit sprédem Stoffverhalten. 


Die am stairksten zuggespannte Faser des zylindrischen Biegestabes scheint das 
einfachste Beispiel dafiir darzustellen, da der Bruchbeginn, wie immer auch die 
Bruchbedingung lauten mdge, an Orten maximaler Beanspruchung erwartet werden 
miisse. Daran wird auch nichts geandert, wenn mit der Moglichkeit gerechnet wiirde, 
da das Biegemoment verschiedener Stabquerschnitte nicht unverinderlich beschaffen 
ist; nach wie vor sind es wenigstens bestimmte Teilbereiche der stiarkst gedehnten 
Erzeugenden, die von vornherein durch Maximalbeanspruchung gegen ihre Nachbar- 
schaft ausgezeichnet sind. Eine Uberpriifung der Erwartung, daB der Ort des Bruch- 
beginnes stets auf der staérkst gespannten Faser liegen miisse, scheint bisher als iiber- 
fliissig gegolten zu haben. 


Die von uns ausgefiihrten Biegeversuche erstreckten sich auf mehrere hundert 
Glas- und Porzellanstabe von rund 6 mm Durchmesser und 100 mm freier Durchbiege- 
lange, wobei die Biegebeanspruchung mittels zweier symmetrisch zu den Auflager- 
schneiden wirkenden Belastungsschneiden bei stets gleichbleibender Geschwindigkeit 


* Die Wirksamkeit der Wellenreflexion kann auch beeinfluBt werden durch Verlangsamung 
der Bruchfortpflanzung oder durch Verinderung des Reflexionsvermégens der Stabwandungen. 
Die auf der Zugbruchflache von Abb. 5 vorhandenen Rauhigkeiten und groben Sekundirbruch- 
flachen bleiben aus, wenn der Zugversuch arstatt mittels axialer Zugbelastung durch Mantel- 
druck in einer fliissigkeitsgeftllten Druckkammer vor sich geht, aus der die Stabenden mittels 
Stopfbuchsen beanspruchungsfrei herausgefiihrt sind, vgl. Abb. 12. Welche der beiden ange- 
deuteten Méglichkeiten dabei verwirklicht sind, wurde bisher nicht gepriift. Die beiden Ab- 
bildungen sind noch unveréffentlichten, unter méglichst vergleichbaren Bedingungen ausge- 
fiihrten Versuchen von G. Apelt (1945) entnommen, welche die Ubereinstimmung der mittleren 
ZerreiBfestigkeiten des Stabmaterials fiir beide Versuchsarten ergeben haben. 

10 Vel. A. Smekal: J. Soc. Glass Technol. 20, 432 (1936); Glastechn. Ber. 15, 259 (1937) 
ferner Ergebn. exakt. Naturwiss. 15, 106 (1936), Abbildungen auf 8S. 141. 
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der Lastzunahme erschiitterungs- und stoBfrei tibertragen wurde!!. Die statistische 
Verteilung der Bruchquerschnitte tiber die Stablange entsprach der Symmetrie des 


Belastungsverfahrens, wobei eine schwache Abnahme des Biegemoments beiderseits 
des mittleren Stabquerschnittes an- 


gedeutet war. Der makroskopische 
Antangsverlauf der Bruchfliichen ist 
stets senkrecht zur Staboberfliiche 
gerichtet. Er bildet ein spiegelnd 
glattes Gebiet, dessen Inneres an 
dem mit der Staboberflaiche entstan- 
denen Rande den Bruchbeginn 
aufweist, welcher an einer gering- 
fiigigen, individuellen 6rtlichen Ab- 
weichung der Bruchfliche von der 
» Spiegel‘‘ebene erkennbar ist (Ab- 
bildung 1). Es war daher méglich, 
die Lage des Bruchanfanges beziig- 
lich der stiirkst gedehnten Ober- 
flachenfaser festzulegen und durch 
jenen Winkel m auszudriicken, der 
innerhalb des kreisf6rmigen Stab- 
querschnittes zwischen den Radien 
entsteht, die vom Kreismittelpunkt 
aus nach dem Ort des Bruchbeginnes 
und nach jenem der groBten Biege- 
zugspannung gezogen werden koénnen 
(Abb. 2a). Die Verteilung dieser 
Winkel erwies sich als unabhangig 


Abb. 1. Biegebruchflache eines Rohglasstabes bei 
mikroskopischer Hellfeld-Durchlicht-Beleuchtung. Ab- 
bildungsmabstab 15:1 (H. Wallner, 1938). — Die 
Bildebene entspricht dem ebenen Teile des spiegelnden 
Bruchflachenbereiches, der sich um die in der unteren 


von der Lage des Bruchquerschnittes 
beziiglich der Belastungsschneiden, 
so da eme Zusammenfassung aller 
beobachteten Winkel in einem ein- 
zigen Haufigkeitsdiagramm mdoglich 
war (Abb. 2b). Glas- und Porzellan- 
stiibe zeigten hierbei keine nennens- 
werten Verschiedenheiten. 


Man erkennt, dai nicht nur 
keine statistische Bevorzugung der 
stiirkst gedehnten Faser durch die 


Bildhalite unscharf abgebildete ,,Biegekante“ abwarts 
wolbt. Die starkst gedehnte Faser entspricht dem 
von der Biegekante abgewendeten Ende des senkrecht 
zu ihr gezogenen Kreisdurchmessers des abgebildeten 
Bruchquerschnittes; daneben, in geringem Abstand, 
der Ort des Bruchbeginnes. Beiderseits des ,,Spiegels‘‘ 
je ein von gréberen Sekundarbrtichen erfilltes und 
von ,,feiner Rauhigkeit‘‘ umgebenes  sichelartiges 
Gebiet, das in den ,,Spiegel‘* gekriimmte Ultraschall- 
spuren entsendet (nattirliche Wallner-Linien, vgl. 
Nr. 5). Durch den ,,Spiegel*‘ hindurch ist der vom 
Herstellungsvorgang herriihrende schalenartige Bau 
des Stabinneren sichtbar. 


Orte des Bruchbeginnes vorliegt, sondern daf fiir diese Lage ein ausgesprochenes 
Haufigkeitsminimum besteht, welches kleiner als 1% gefunden wurde. Die groBte 
Haufigkeit der Bruchbeginne liegt bei + 11° seitlich der stirkst gespannten Faser, 
die gré8te Winkelentfernung kann bis zu + 45° ansteigen. 

Diese Ergebnisse zeigen also keine direkte, sondern eine nur statistische 
Abhingigkeit der Lagen des Bruchbeginnes von der Spannungs- 


11 Die Versuche wurden 1944/45 im damaligen Institut des Verfassers in Halle-Zérbig von 
Dr. Ernst Ullmann ausgefiihrt. Hinweise auf ihre Ergebnisse bei A. Smekal: J. Soc. Glass 
Technol. 32, 378 (1948); Glastechn. Ber. 23, 186 (1950). 

12 Wegen der unveranderlichen Beziehung zwischen der Lage der starkst gespannten Faser 
und der ,,Biege“‘kante der Biegebruchflachen (Abb. 1) ist es am einfachsten, zur Krmittlung der 
Winkel py von der Lage der Biegekanten auszugehen. 
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verteilung des homogenen Biegestabes; jeder Einzelbruch wird vor allem 
durch die besonderen EHigenschaften der seinen Anfangsort bestimmenden 
Inhomogenitatsstelle festgelegt. Erst die Anfangsorientierung der spiegelnden Bruch- 
flichengebiete (Abb. 1) folgt stets der Spannungsverteilung des homogenen Biege- 
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Abb. 2a. Definition des Winkels g zur Kennzeichnung der Lage des Bruchbeginnes in bezug 
auf die starkst gedehnte Faser. 

Abb. 2b. Haufigkeitsverteilung des Winkelabstandes m der Lage des Bruchbeginnes beziiglich 

der stirkst gedehnten Faser (py = 0) von kreiszylindrisehen Biegestaben aus Glas oder Porzellan. 


stabes und liefert als allgemeine empirische Bedingung ftir die Bruch- 
fortpflanzung die Richtung senkrecht zur groBten Zugspannung im 
Biegestabe. 

Fur die abweichend orientierte unmittelbare Umgebung des Bruchbeginnes langs 
der Bruchflache ergibt sich daraus, daB der Bruchverlauf an der ihn auslésenden 
Inhomogenitatsstelle unter der Mitwirkung einer zusitzlichen, ortlich individuellen 


Abb. 3. Sichtbarmachung der Verteilung und Kerbwirksamkeit oberflichennaher Inhomogenitiits- 
stellen im Modellversuch an Plexiglas. Panphot-Leitz, Auflicht-Hellfeld, Abbildungsmas- 
stab 680: 1 (D. Wapler, 1945). — Anblick der urspriinglich vollkommen ebenen Formoberflache 
eines Vierkant-Biegestabes nach Entlastung von 24stiindiger Dauerbeanspruchung auf rund 
80% der Biegebruchspannung. Das Versuchsmaterial ist unter diesen Bedingungen nur an Kerb- 
stellen flie®fahig und entwickelt grabenartige Hinrisse senkrecht zur Richtung der maximalen 
Biege-Zugspannung, ausgehend von Inhomogenitiitsstellen, die in den Grabenmitten gelegen 
und teilweise als dunkle Fremdstoffteilchen sichtbar sind. Die Flachendichte der wirksamen 
Inhomogenititsstellen dieses Modellstoffes ergibt sich hier zu 1°6- 10° je em?. 
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Spannungsverteilung vor sich geht, deren gréBte Zugspannung gegenitiber der Nachbar- 
schaft Higenorientierung besitzt und eine ausgesprochene Spannungs,,spitze’ dar- 
stellt. Inhomogenititsstellen sind nun in der Tat stets dadurch gekennzeichnet, 
elastische Verspannungen zu verursachen und von auBeren Beanspruchungen hervor- 
gebrachte elastische Spannungen zu konzentrieren. Die bruchauslésenden 
Inhomogenitatsstellen der Silikatgliser besitzen demnach den all- 
gemeinen Charakter von ,Higenspannungsstellen mit Kerbwirkung™®. 

Die beobachtete statistische Haufigkeitsverteilung der Lagen der Bruchbeginne 
(Abb. 2b) kann qualitativ verstanden werden, wenn man annimmt, daB derartige 
Inhomogenitatsstellen in der Oberflichenschicht des Stabes mit einer bestimmten 
statistischen Flachendichte zugegen sind und auch beziiglich Orientierung und 
Starke ihrer Selbstspannungsfelder sowie ihrer Kerbwirksamkeit statistische Ver- 
teilungseigenschaften besitzen. Verteilung und  Kerbwirksamkeit derartiger 
Inhomogenitiatsstellen k6nnen durch Modellversuche an zah-flieBfahigen Stoffen 
sichtbar gemacht werden (Abb. 3). Beim gebogenen Rundstab befinden sich Zug- 
spannungen nur in der konvexen Stabhilfte, deren Oberfliche wegen y < 45° jedoch 
nur zur Halfte fiir Orte der Bruchausliésung in Betracht kommt. Die Wahrschein- 
lichkeit dafiir wird einerseits desto gréBer sein, je héher die Biegezugspannung an 
der Staboberflache, anderseits desto geringer, je kleiner die Anzahl der verfiigbaren 
Inhomogenitatsstellen bzw. die GréBe des ihnen entsprechenden Bruchteiles der 
Staboberflaiche. Dieser Bruchteil ist fiir die engste Nachbarschaft der stirkst 
gedehnten Faser (g = 0) verschwindend klein, wodurch das Minimum der Haufigkeits- 
statistik daselbst zustande kommt. 


4. Verhaltnis von Biegefestigkeit und Zugfestigkeit fiir Zylinderstibe mit sprédem 
Stoffverhalten. 


Von der Gesamtoberfliche des Biegestabes kann demnach nur etwa ein Viertel 
eine bruchauslésende Inhomogenitatsstelle liefern, wobei tiberdies zwei Winkelbereiche 
(um g = + 11°) statistisch bevorzugt sind. Beim gleichformig gedehnten Zugstab 
mit iibereinstimmenden Abmessungen kann die bruchauslésende Inhomogenitats- 
stelle dagegen von der Gesamtoberfliche geliefert werden, wobei alle Teile der letzteren 
von vornherein gleichbeansprucht sind. Damit werden drei Griinde dafiir ersichtlich, 
daf& unter sonst vergleichbaren Versuchsbedingungen und fiir sprédes Stabmaterial 
die mittlere Zugfestigkeit von der mittleren Biegefestigkeit stets nicht 
unbetrachtlich ibertroffen wird": 

A. Den kleineren wirksamen Oberflichen der Biegestibe entsprechen statistisch 
hdhere und starker streuende ZerreiBspannungen an den Orten der Bruchauslésung. 

B. Die ungleichférmige Verteilung der Biegezugspannungen bedingt eine vom 
Winkel y abhangige Kerbwirksamkeit der um die Bruchauslésung konkurrierenden 
Inhomogenitatsstellen, wodurch statistisch wiederum hoéhere ZerreiBspannungen am 
Ort des Bruchbeginnes begiinstigt sind. 

C. Die konventionelle (,,technische“) Biegefestigkeit wird nicht aus der fiir diese 
Orte der Bruchauslosung errechneten Nennspannungen der Bruchbeanspruchung 
gemittelt, sondern aus den fiir die stirkst gedehnte Faser (p = 0) errechneten hoheren 
Nennspannungen. 

Bestimmt man im Sinne von C eine aus den ZerreiBspannungen an den Orten 
der Bruchauslésung abgeleitete ,reduzierte“ Biegefestigkeit, so liegt diese 
unterhalb der konventionellen Biegefestigkeit, aber noch merklich hoher und starker 


13 A. Smekal: Glastechn. Ber. 28, 57, 186 (1950). 
14 Vel. A. Smekal: Glas Tekn. Tidskr. 7, 147, Nr. 6 (1952) (nach einem Bericht an die 


Internationale Glaskommission vom Juni 1951). 
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streuend als die Zugfestigkeit des Stabmaterials, womit die selbstandige Wirksamkeit 
von A und B bestatigt erscheint (Tabelle). 


Mittlere Zug- und Biegefestigkeit von Rundstaben des Thermometerglases 16 III 
bei ttbereinstimmender Versuchsgeschwindigkeit von 50 p/mm?-sec. (Mittel aus je 
10 Einzelversuchen). 


Technische Biegefestigkeit ..................--- 11°11 + 0°87 kp/mm? 
Reduzierte, Biegefestigkeit ...........-........ 10°00 -- 1°47 Fe 
PAW Ven Ceich 0"ed et oaeh oeRRa GO 6 Hud CeO 3g Oh oo. Chua cho: PO 7°43 + 0°64 3 


Die hiermit neuerlich qualitativ bestatigte Voraussetzung einer bestimmten 
statistischen Oberflichendichte der fiir eine Bruchauslosung in Betracht kommenden 
Inhomogenitiatsstellen fiihrt noch zu weiteren priifbaren Folgerungen. So verlangt 
sie ein Absinken der mittleren Biege- und Zugfestigkeit mit zunehmender Stablange 
und wachsendem Stabdurchmesser, falls die Eigenspannungsverteilungen und 
Kerbwirksamkeiten der Inhomogenititsstellen sowie ihre Oberflachendichten als 
unveranderlich betrachtet werden diirfen. Nachdem ersteres qualitativ wiederum 
zutrifft, sollte auch letzteres zumindest angenahert verwirklicht sein. Von besonderem 
Interesse ist in diesem Zusammenhange die bedeutende Festigkeitszunahme von 
Glasstiben und -faiden bis zu Fadendurchmessern von der GroSenordnung einzelner 
Mikron, eine Erscheinung, an der bei kleinsten Fadendurchmessern noch weitere 
Einfliisse teilhaben diirften. Ob nun die Herstellung von Staben oder Faden mit 
kleineren Durchmessern aus gréferen durch Herunterziehen im erweichten Stoff- 
zustande oder durch Abatzen von Oberflaichenschichten erfolgt — in jedem Falle 
werden Inhomogenititsstellen, die sich vorher im Stabinneren befunden haben, an 
die Oberflache oder deren Nachbarschaft versetzt, wo sie die Fahigkeit zeigen, bruch- 
auslésend wirken zu koénnen. Hierbei sinken die Fadendurchmesser schlieBlich unter 
die mittleren raumlichen Abstinde der Inhomogenitatsstellen des kompakten Materials 
(vgl. Nr. 1), wodurch die Zugfestigkeit dann der GréBenordnung der Kohision an 
der Grenze des Sprodverhaltens (Nr.1) nahekommt. 

Mit den vorstehenden Erwagungen erscheint die Frage aufgeworfen, ob die im 
Stoffinneren vorhandenen Inhomogenitatsstellen mit den im Biege- und Zugversuch 
betatigten oberflachennahen Inhomogenitatsstellen wesensgleich sind, ob eine Be- 
fahigung zur Bruchauslosung auch im Ko6rperinneren vorhanden sein kann? Wie 
sich herausstellen wird, bedarf ein Urteil dartiber der Klarstellung des funktionellen 
Zusammenhanges zwischen Bruchausldsung und Bruchfortpflanzung. Im _ itibrigen 
ist hervorzuheben, da eine gewisse Sonderstellung der Oberflachenschicht anliBlich 
der Entstehung oder Herstellung der Festkorper zumeist unvermeidlich ist, so daB 
auch mit vorgegebenen Unterschieden dieser Art gerechnet werden kann. 


5. Zeitlicher Verlauf des Bruchvorganges von kreiszylindrischen Zugstiben mit 
sprédem Stoffverhalten. 


Kine Beurteilung des zeitlichen Verlaufes von Bruchvorgingen wird vor allem 
durch die Tatsache gefordert, dafS die empirischen Festigkeitsgrenzen des’ spréden 
Stoffverhaltens eine starke Abhangigkeit vom zeitlichen Verlauf der Beanspruchungs- 
zunahmen sowie von der Temperatur aufweisen'®. Hierzu gehdrt auch das Bestehen 
der meist auffallig niedrig gelegenen Dauerstand-Festigkeitsgrenzen, an denen der 
% Dazu gehéren nach zum Teil noch unveréffentlichten Untersuchungen in verschiedenen 
Durchmesserbereichen: Spannungsgehalte in der Oberflichen- und Kernzone, selektive Stoff- 
verluste durch Ionenabgaben, chemische Reduzierung der Fadenoberfliche und Gasadsorption 
daselbst, vielleicht auch die Ausbildung anisotrop-amorpher Ziehstrukturen. 

6 Vgl. etwa A. Smekal: HErgebn. exakt. Naturwiss. 15, 106—188 (1936). 
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Zeitbedarf der Bruchvorgiinge bis zu makroskopischem Ubermai gesteigert  ist!’. 
Daf die von der Mechanik der Kontinua ausgehenden Bruchtheorien den Zeitfaktor 
dennoch vernachlassigen, diirfte darauf beruhen, daB die beobachtbaren Teilvorginge 
von Gewaltbriichen meist mit sehr groBer Geschwindigkeit ablaufen, und daB man 
dies auch von dem iibrigen Bruchverlauf voraussetzte. 

Indem man die Bruchauslésung an Inhomogenitatsstellen berticksichtigte, 
schien sich die Méglichkeit zu eréffnen, alle Zeiteinfliisse Veranderungen am Ort 
des Bruchbeginnes vorzubehalten. Im Rahmen einer Vertiefung der Griffithschen 
Bruchtheorie lieferte dieser Ansatz eine qualitatiy zutreffende Wiedergabe des Ein- 
flusses von Temperatur und Ver- 
suchsgeschwindigkeit!’, die aber tiir 
eine endgiiltige Klarstellung nicht 
ausreichte. Daher wurde ein Ver- 
fahren zur experimentellen Bestim- 
mung von Bruchfortpflanzungs- 
geschwindigkeiten entwickelt!®. Es 
beruht auf der Entdeckung, da8 
die Auslésung der Riickfederung 
winziger Higenspannungsbereiche die A 2 
Aussendung von Ultraschall-StoB- Abb. 4a und b. Schematische Darstellung des auf 


wellen bewirkt, welche aut gleich- Zugbruehflachen von Zylinderstaben zu erwartenden 
zeitig entstehenden Bruchflachen Verlaufes der Bruchfronten sowie der Wege schnellsten 
dauerhafte Spuren aufzeichnen, die Bruchfortschreitens. GroBe Kreise: Umri8 des durch 
als Zeitmarken des Bruchfortschrit-’ “e2 Ort des Bruchanfanges A gehenden Stabquer- 
otras inde TRESS schnittes senkrecht zur Stabachse und Zugrichtung, 

ae see ; =) der die ebenen, spiegelnd glatten Teile der Bruch- 
»,Wallner-Linien™ wurden zuerst an  flache enthilt. Die kleinen konzentrischen Kreise 
Biegebruchflachen nichtentspannter (Abb. 4a) bzw. Kreisbogen (Abb. 4b) um A stellen 


Glasstibe beobachtet (Abb. 1). Sie zeitlich aufeinanderfolgende Bruchfronten dar. Die 

konnten ebensogut eeLkeatallinen randnaben Teile der Bruchfronten in Abb. 4b sind 
oy sme ‘ss nicht gezeichnet; ihr Verlauf wird durch die Bruch- 

Stoffen*? und an organischen Gla- fortpflanzung langs des Randes modifiziert. 


sern” erhalten werden. 

Zur Messung der Bruchfortpflanzungsgeschwindigkeiten benotigt man vor allem 
eine Kenntnis der vom Bruchbeginn ausgehenden Wege raschesten Bruchfortschrittes, 
die als orthogonale Trajektorien zeitlich aufeinanderfolgender Bruchfronsen auf den 
Bruchflichen bestimmt werden miissen. Im einfachst médglichen Falle der ebenen 
Bruchflaichen von kreiszylindrischen Zugstiben besitzt die Bruchausbreitung im 
Stabinneren keine Vorzugsrichtungen, so daB als Bruchfronten konzentrische 
Kreise zu erwarten sind und der Bruchfortschritt geradlinig erfolgt. Die 
Bruchfronten miissen Vollkreise sein, wenn die bruchauslosende Inhomogenitatsstelle 
im Stabinneren gelegen ist (Abb. 4a). Befindet sie sich an der Staboberflaiche, dann 
kann ein kreisbogenférmiger Verlauf der Bruchfronten nur innerhalb eines bestimmten 
Winkelbereiches erwartet werden (Abb. 4b). Dies ist von den Messungen sehr gut 
bestitigt worden. Eine erste Bewaihrung konnte von vornherein bereits in der Tat- 


17 Die im friiheren Institut des Verfassers 1938/39 vom Studienrat G. F. Sperling aus- 
gefiihrten Dauerstand-Zugversuche an Glasstaben sind noch unveréffentlicht. 

18 A. Smekal: Z. Physik 108, 495 (1936); J. Soc. Glass Technol. 20, 432 (1936); Glastechn. 
Ber. 15, 259 (1937). Ferner der in Anm. 16 genannte ausfiihrliche Bericht. 

19 A, Smekal: Glastechn. Ber. 28, 57, 186 (1950). 

229 H. Wallner: Z. Physik 114, 368 (1939). — A. Smekal: Physik. Z. 41, 475 (1940). 

21 A. Smekal: Nova Acta Leopold. (N. F.) 11, 512 (1942); Verh. dtsch. physik. Ges. 23, 
39 (1942). 

22 D. Wapler: Diss., Halle 1945. 
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sache erblickt werden, daB die spiegelnd glatten, den Ort des Bruchbeginnes um- 
schlieBenden Teile der Zugbruchflichen im Stabinneren ebenfalls von einem Voll- 
kreise, bei Randlage des Bruchbeginnes gegen das Stabinnere durch einen Kreis- 
bogen begrenzt sind. Eine Zug- 
bruchfliche der letzteren Art mit 
verhaltnismaBig kleiner  ,,Spic- 
gel‘‘flache ist in Abb. 5 wieder- 
gegeben. 


Nachdem die Messungen der 
Bruchfortpflanzungsgeschwindig- 
keit fiir alle Fortpflanzungsrich- 
tungen des in Abb. 4b gezeichne- 
ten Winkelbereiches iibereinstim- 
men, geniigt es, die MeBergebnisse 
etwa fiir die durch den Ort des 


0 OS 


70mm 


Abb. 5. Bruchquerschnitt eines Zugstabes aus hand- 
mattiertem Thuringer Gerateglas. Neophot-Zeib, Auf- 
licht-Hellfeld mit zusatzlichem Durchlicht, Abbildungs- 
mabstab 12°4:1. Belastungsgeschwindigkeit 
291 p/mm:® - sec., ZerreiBspannung 5°3 kp/mm?. Der glatte 
»spiegel’ betragt hier etwa 10% des Gesamtquer- 
schnittes. Der Stab war wihrend des ZerreiBversuches 
von Ol umgeben (G. Apelt, 1945). 


——> Bruchweg 


Abb. 6. Verhaltnis v der Bruchfort- 
pflanzungsgeschwindigkeit zur Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit elastischer 
Transversalwellen eines Quarzglassta- 
bes von 6mm Durchmesser in Abhan- 
gigkeit vom zuriickgelegten Bruch- 
wege (Smekal, 1950). Der ausgezogene 
Kurvenverlauf entspricht den Messun- 


gen, der strichlierte Verlauf ist extra- 
Bruchbeginnes gehende Symmetrale der Bruch- poliert. 
bilder festzuhalten. Ein Beispiel dieser Art ent- 
halt Abb. 6, wobei die Bruchgeschwindigkeit in Teilen der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit des Stabmaterials fiir elastische Transversalwellen ausgedeiickt erscheint. Die 
Bruchgeschwindigkeit ist nicht konstant. Sie beginnt offenbar mit einem 
sehr kleinen Betrag, nimmt mit wachsendem Bruchweg zuerst langsam, dann immer 
beschleunigter zu, durchlauft einen Wendepunkt und erreicht schlieBlich einen hohen 
Endwert, der auch tiber langere Wegstrecken unverinderlich bleibt. 


Um den Hinflu8 des Stabmaterials sowie individueller Eigenschaften einzelner 
Bruchvorgainge iiberblicken zu konnen, sind in Abb. 7 je drei MeBreihen an Quarz- 
glas und am optischen Glase BK 7 von Schott wiedergegeben. Die hohe End- 
geschwindigkeit der Bruchfortpflanzung ist eine praktisch unveranderliche Stoff- 
eigenschaft; auch entspricht dem gréBeren der beiden Stoffwerte allgemein ein rasche- 
res Anwachsen der Bruchgeschwindigkeiten. Der Einzelverlauf des Bruch- 
geschwindigkeitsanstieges jedoch ist eine individuelle Eigenschaft der 


*8 Kine Abbildung eines solchen ,,Innen‘‘spiegels bei M. Eichler: Z. Physik 98, 280 (1935) 
sowie in den in Anm. 16 und 18 zitierten Veréffentlichungen. 
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Probekorper. Er ist iiberdies von der Versuchstemperatur und von der 
Versuchsgeschwindigkeit abhingig%. 

Diese Ergebnisse lehren, daB die Zeit- und Temperaturabhiangigkeit 
der Zugfestigkeit in der Zeit- und Temperaturabhingigkeit des Bruch- 
geschwindigkeitsanstieges ihre Entsprechung finden, also nicht an der 
bruchauslésenden Inhomogenititsstelle lokalisierbar sind. Die Individualitit der 
Bruchgeschwindigkeitsanstiege spricht anderseits fiir eine starke BeeinfluBbarkeit 
der Anfangsphase der Bruchfortpflanzung durch die Individualitat der bruch- 


Quarzglas 


G7 


a QS 70 15 20 25mm 
——> Bruchweg 


Abb. 7.* Relative Bruchfortpflanzungsgeschwindigkeit » in Abhingigkeit vom zuriickgelegten 

Bruchwege fur je drei 6-mm-Rundstabe aus Quarzglas und aus dem optischen Glase BK 7 

von Schott. Individuelle Bruchgeschwindigkeitsanstiege, gemeinsame, stoffkonstante End- 

geschwindigkeiten. Die den Kurvenanstiegen beigeschriebenen Zahlen entsprechen den indivi- 
duellen Zerreibfestigkeiten der Einzelproben in kp/mm:?. 


auslosenden Inhomogenitatsstelle sowie etwaige weitere Besonderheiten lings der 
anschlieBend zuriickgelegten, nicht unbetrachtlichen Bruchwege. 

Eine Anwendung der vorstehenden Resultate tiber die Kinematik der Bruch- 
auslésung und Bruchfortpflanzung, welche ihre Allgemeinheit zu priifen vermag, 
betrifft die Auslésung von Bruchvorgangen an Inhomogenititsstellen im Inneren 
von Zugstiben wahrend des Fortschreitens eines zuvor nahe der Staboberfliche 
ausgeloésten ,,Haupt**bruches. Der sekundare ,,Imnen“‘bruch kann naturgemaé® nur 
wahrgenommen werden, wenn beide Bruchebenen, die unabhaingig voneinander 
nahezu senkrecht zur Zugrichtung orientiert sein miissen, nahezu das gleiche Niveau be- 
sitzen und daher, von geringen Hohen- und Neigungsunterschieden abgesehen, schlieBlich 
zu einer gemeinsamen Bruchflache zusammenwachsen. Unter diesen Voraussetzungen wird 
die Fortpflanzung des primiéren Randbruches wie bisher gema Abb. 4b, jene des spater 
einsetzenden sekundiren Innenbruches, davon unabhangig, gemaB Abb. 4a stattfinden. 

Wegen der allseitigen Ausbreitung des Innenbruches wird dieser dem Hauptbruch 
langs der Verbindungsgeraden zwischen dem sekundaren Bruchzentrum und dem Ort 
des primiren Bruchbeginnes entgegenlaufen, bis beide Bruchflachen an der Begegnungs- 
stelle mittels eines Gefaillsknickes ineinander tibergehen. Da das Zusammentreffen bei- 
derseits dieser Geraden die Zuriicklegung lingerer Bruchwege erfordert, wird sich der 
Gefillsknick bogenférmig fortsetzen und die gegenseitige Abgrenzung der beiden 
Bruchvorgange lings eines zu jener Verbindungslinie symmetrischen Kurvenverlautes 
erfolgen. Die Kurvengestalt wird durch das Verhalten der beiderseitigen Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten vom Zeitpunkt der ersten Begegnung ab festgelegt. 


4 A. Smekal: Glastechn. Ber. 28, 186 (1950). 
* In der Abbildung soll richtig stehen: kp/mm/?, statt: k2/mm?, bzw. 50p/mm?.s, statt: 


50 g/mm?.s. 
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a) Darf man fiir beide Geschwindigkeiten den konstanten hohen Endwert der 
Abb. 6 und 7 zugrunde legen, dann erkennt man, daB die Abstande aller Kurvenpunkte 
von den beiden Bruchzentren durch eine unveranderliche Differenz gekennzeichnet 


sind. Die Kurve stellt in diesem Fall 
einen Hyperbelast dar, der das 
Innenbruchzentrum umschlieBt und 
dessen Brennpunkte, mit den beiden 
Bruchzentren zusammenfallen (Ab- 
bildung 8)?°. 

b) Hat der spiter ausgeloste Innen- 
bruch im Gegensatz zum Hauptbruch 


die Endgeschwindigkeit noch nicht 


erreicht, dann kénnen mannigfache 
offene und geschlossene Kurventormen 
zustande kommen. Der letztere Fall 
bedeutet, da der Innenbruch vom 
Hauptbruch alsbald tiberholt und von 
weiterer Ausbreitung abgeschnitten 


4 


Abb. 8. HKntstehung hyperbolisch begrenz- 
ter Sekundarbruchgebiete auf Primar- 
bruchflachen (schematisch). /#, Primar- 
bruchbeginn, /#, Sekundarbruchzentrum, 
S Ort des ersten Zusammentreffens der 
beiden Bruchvorgiinge. Die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten beider Vorgange sind 
spatestens vom Zeitpunkte der Begegnung 
in S ab als Uubereinstimmend vorausgesetzt ; 
dann sind #’,, f, die Brennpunkte und S$ 
der Scheitel des Hyperbelastes. um /’. 


wird, wodurch Umrisse von der Art 
eines Stromlinienprofils entstehen. 

Die Untersuchung jeder Zugbruch- 
fliche mit ausgedehntem ,,Spiegel*’- 
bereich ergibt das Vorhandensein be- 
merkenswert zahlreicher langgestreck- 
ter ,, Bruchhyperbeln“, deren asympto- 
tische Ausliufer in der den ,,Spiegel* 
umgebenden feinen  Bruchfliichen- 


25 A. Smekal: Glastechn. 


Ber. 28, 57 (1950). 


Abb. 9. 


Ausschnitt aus der den ,,Spiegel‘* umgeben- 
den ,,feinen Rauhigkeit’* der Zugbruchflache eines 


Rundstabes aus Aachener Spiegelglas. 
Busch, Auflicht-Dunkelfeld, 
450: 1 (W. Klemm, 1945). — Die allgemeine 
Fortpflanzungsrichtung des Primirbruches, von 
links unten nach rechts oben schwach divergierend, 
ist betrachtlich steiler als die Diagonale des Bild- 
ausschnittes und ist an samtlichen Feinstrukturen 
deutlich erkennbar. Die dunkle Bruchbyperbel 
entspricht der Begegnung des Primirbruches mit 
dem am weitesten, naimlich bis zur athermischen 
Phase entwickelten Sekundirbruch des Bildaus- 
schnittes. Die Mehrzahl der kleineren Sekundar- 
bruchformen zeigt parallelen oder konvergierenden 
Verlauf in Richtung des Primiarbruchfortschreitens, 
so dab die zugehérigen Sekundirbriiche noch 
spannungsthermische Geschwindigkeiten besessen 
haben. Das helle stromlinienprofilartige Gebilde 
links vom Hyperbelkopf entspricht einem Sekundar- 
bruch mit besonders niedriger spannungsthermischer 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit wahrend der Be- 
gegnung mit dem Primarbruch. 


Metaphot- 
Abbildungsma8stab 


Abbildung der Hyperbelstreifung daselbst 


Bild 9, Abbildungen von Bruchhyperbeln Bild 10 bis 12 (S. 63) an Glasbruchflachen und in 


Bild 13 bis 15 an Plexiglasbruchfli&chen. 
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rauhigkeit eine dichte Streifung hervorbringen?, Die mikrointerferometrische 
Untersuchung einzelner, auch im Scheitelbereich gut auflosbarer Bruchhyperbeln 
bestatigte, daB die Bruchfliche im Hyperbelinneren ein vom Aufengebiet ver- 
schiedenes Niveau aufweist und dai die Hyperbelkontur der zugehorigen Ubergangs- 
stufe entspricht®. 

Die feine Rauhigkeit mancher Zugbruchflichen enthalt tiberdies Gebilde mit 
nichthyperbolischen, offenen und geschlossenen UmrifBkurven, die im mikroskopischen 
Dunkelfeld ebenfalls als Schrigstreifen von Ubergangsstufen erscheinen und den 
unter b) erwarteten Formen entsprechen (Abb. 9). Hier liegen demnach die Spuren 
von Innenbriichen vor, deren Fortpflanzung sich noch im Bereich der langsamen 
Antfangsphase befanden, als die Fixierung ihrer Grenzen durch die Begegnung mit 
dem Hauptbruch geschah. 


6. Mechanismus der Bruchauslésung und Bruehfortpflanzung bei sprédem Stoffverhalten 
unter einachsiger Beanspruchung. 


Der experimentell bestimmte Bruchgeschwindigkeitsverlauf (Abb. 6) besagt, daB 
die Bruchfortpflanzung auf zwei ihrem Wesen nach grundverschiedenen Teilvorgangen 
beruht, einer zeitlich triigen ,,Anlauf‘‘phase und einer praktisch stationairen ,,End‘‘- 
phase. Zur Veranschaulichung sei hervorgehoben, da8 der Bruchvorgang des Quarz- 
glasstabes der Abb. 6 wahrend der bis zum Wendepunkt gezihlten Anlaufphase zur 
Zuriicklegung eines Bruchweges von 0°3 mm rund 30 Sekunden bendtigte, da der 
restliche Bruchweg von 5°7mm wiihrend der Endphase dagegen innerhalb weniger 
Mikrosekunden (10~ sec.) zuriickgelegt wurde’*. Abgesehen vom Grenzfall des Dauer- 
standversuches ist die Anlaufphase daher durch ein hier mit 50 p/mm?: sec. fort- 
gesetztes Ansteigen der auBeren Beanspruchung gekennzeichnet, wogegen die End- 
phase unter einer praktisch unveranderlichen, hier als ,,Zugfestigkeit“’ ermittelten 
Endbeanspruchung vor sich geht. Die den Bruchvorgang auslosende Zugbeanspruchung 
mu demnach im allgemeinen betrachtlich unterhalb der Endbeanspruchung (hier 
3°5 kp/mm?) liegen und dirfte praktisch mit der Dauerstand-Zugfestigkeit (hier 
etwa 2 kp/mm?) tibereinstimmen. 

Aus diesen Feststellungen ergibt sich, daB die die Bruchauslosung ermdglichende 
Inhomogenititsstelle die Beschaffenheit eines (dreidimensionalen) Griffithschen Risses 
nicht besitzt, weil dann zur Vollendung des Bruchvorganges keine weitere Arbeits- 
leistung erforderlich wire. Um die Notwendigkeit fortgesetzter Energiezufuhr wahrend 
der gesamten Anlaufphase des Bruchvorganges sicherzustellen, scheinen vielmehr 
folgende Annahmen unerlaSlich zu sein: 

a) Die bruchauslésende Inhomogenititsstelle besitzt ein begrenztes individuelles 
EKigenspannungsfeld mit Kerbwirkung. 

b) Die Ortliche Stofftrennung entsteht durch Zusammenwirken von maximaler 
Eigenzugspannung und Kerbzugspannung, so daf der erste Bruchspalt den Bereich 
des Eigenspannungsfeldes nicht zu tiberschreiten vermag. 

c) Das Kerbspannungsfeld des Bruchspaltes reicht auch wahrend der anschlieSenden 
Beanspruchungszunahmen zu rein mechanischer Fortsetzung der Stofftrennung 
nicht aus. 

d) Die weitere Stofftrennung erfolgt dadurch, daf der fehlende Betrag an elastischer 
Energie drtlichen Schwankungen der Warmeenergie des Materials entnommen wird. 

Man sieht, daB a) der Beschaffenheit der bruchauslésenden Inhomogenitatsstelle 
entspricht, die oben bereits aus der Markierung des Bruchbeginnortes auf den Bruch- 
flachen gefolgert wurde (Nr. 3) und die bei Zugbruchflaichen ebenso gefunden wird 


28 A. Smekal: Acta Phys. Austr. 6 (1953) (im Erscheinen). 
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wie an Biegebruchflichen. Die grundsitzliche Notwendigkeit des spannungs- 
thermischen Mechanismus der Bruchfortpflanzung d) ist bereits seit langem 
erkannt!8; erst die jetzt vorliegenden Bruchgeschwindigkeitsmessungen machen den 
raumlich und zeitlich ausgedehnten Umfang der Anlaufphase des Bruchgeschehens 
erkennbar, fiir den die Wirksamkeit dieses Mechanismus benétigt wird*. Aus b) und c) 
erkennt man ferner, daB die Individualitat der bruchauslésenden Inhomogenitats- 
stelle wihrend der gesamten Anlaufphase fortwirkt, indem die bei den Ver- 
suchen (Abb. 7) benutzte gleichférmige Belastungszunahme in jedem folgenden Zeit- 
element einen gréBeren Anteil an mechanischer Energiezufuhr und damit eine weitere 
Beschleunigung des spannungsthermischen Bruchfortschrittes sicherstellt. Dabei ist 
die Wirksamkeit einer Verminderung oder Steigerung der Beanspruchungszunahme 
qualitativ Aaquivalent einer Erhdhung oder Senkung der Versuchstemperatur, wodurch 
ein weiterer lange bekannter empirischer Sachverhalt wiedergegeben wird’*. Fiir 
die Begrenzung des Temperaturbereiches seiner Geltung erhalt man nunmehr die 
einleuchtende Forderung, daB die Steigerung der Warmebewegung einen Abbau 
weder des Eigenspannungsfeldes der bruchauslésenden Inhomogenitatsstelle noch 
der Kerbwirkung an der Front des Bruchspaltes bewirken darf; andernfalls mu8B die 
Warmewirkung eine dem Hochtrainieren ziiher Werkstoffe verwandte Festigkeits- 
zunahme liefern, welche durch geeignete Versuche an Glasstaben tatsachlich gefunden 
werden konnte?’. 

Die konstante Endgeschwindigkeit der Bruchfortpflanzung ist an zweidimensionalen 
K6rpern mittels anderer Verfahren verschiedentlich in guter Ubereinstimmung mit 
den vorstehenden Ergebnissen erhalten worden**. Sie besitzt keine nennenswerte 
Temperaturabhingigkeit und ist von der gleichen GroSenordnung wie die transversale 
Wellengeschwindigkeit. Somit kennzeichnet sie einen athermischen Mechanismus 
der Bruchfortpflanzung als Grenzgeschwindigkeit fiir die Zulieferung und Um- 
wandlung von elastischer Energie in Oberflachenenergie der neuentstehenden Bruch- 
flichenteile?®. Als solche ist sie auch merklich unabhangig von den gerade vorliegenden 
Beanspruchungen oder Beanspruchungsénderungen; Abb. 7 bestiatigt das fiir die 
individuellen Festigkeitsunterschiede zwischen den einzelnen Probestiben®®. 

Die oben besprochenen Umrisse sekundar entstandener ,,Innen‘‘briiche auf den 
Bruchflichen primarer ,,Rand“‘briiche (Abb. 9) belegen, daB Anlauf- und Endphase 
der Bruchfortpflanzung auch fiir Innenbriiche nachweisbar sind und daher an jeder 
Art von Bruchauslosung und Bruchfortpflanzung in gleicher Weise teilhaben sollten. 
Somit sind auch im Inneren der Probekérper vorhandene und zur Bruchauslésung 
geeignete Inhomogenitatsstellen ,,Eigenspannungsstellen mit Kerbwirkung“, jedoch 


2” Unveroffentlichte Versuche von Studienrat G. F. Sperling, Halle 1938/39; vgl. Anm. 17. 

*8 H. Schardin und W. Struth: Z. techn. Physik 18, 474 (1937); Glastechn. Ber. 16, 219 
(1938). — F. EH. Barstow und H. E. Edgerton: J. Amer. ceram. Soc. 22, 302 (1939). — 
H. M. Dimmick und J. M. McCormick: Glastechn. Ber. 28, 193 (1950). — H. M. Dimmick: 
J. Soc. Glass Technol. 85, 318 (1951). Die benutzten Verfahren besitzen zwar ein hohes zeitliches 
Auflésungsvermégen, aber keine nennenswerte riumliche Auflésung, wodurch die triage Anlauf- 
phase der Bruchvorgange der Beobachtung entzogen bleibt. 

*® Nachdem die athermische Bruchfortpflanzung im grundséitzlich inhomogenen Medium 
vor sich geht, besteht die Méglichkeit, daB fiir erstere wesentlich nur die Ausbreitungsgeschwindig- 
keit von Wellenlaéngen der GréBenordnung des mittleren Durchmessers der Wirkungsreichweite 
der Inhomogenitiatsstellen mabgebend ist. Fiir diesen Wellenlingenbereich muB das inhomogene 
Medium Dispersionseigenschaften besitzen, so daB die athermisch-konstante Bruchgeschwindig- 
keit hinter der Wellengeschwindigkeit von lingeren Transversalwellen zuriickbleibt. Vel. 
A. Smekal: Physik. Z. 41, 475 (1940); Glastechn. Ber. 16, 228 (1938). 

°° Diese Eigenschaften schlieBen es aus, die athermische Bruchgeschwindigkeit mit der Er- 
weiterung Griffithscher Ri®spalte in Verbindung zu bringen und die Griffithsehen Annahmen 
damit wenigstens auf die Endphase der Bruchfortpflanzung anzuwenden. 
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verlangt die nachweisbare Bruchauslésung an ihnen offenbar meist betriachtlich 
groBere Zugbeanspruchungen der Probestabe als an oberflachennahen Inhomogenitits- 
stellen. Primire Bruchauslésung im Stabinneren (Abb. 4b)?8 ist jedenfalls ein sehr 
seltenes Vorkommnis und an spannungsfreien Proben iibereinstimmender Glas- 
zusammensetzung mit einer Hiutigkeit von kaum 0°1° gefunden worden?!, Diese 
Tatsache steht in bemerkenswertem Gegensatz zu der bedeutend gréBeren Anzahl 
der im Probeninneren vorhandenen Inhomogenititsstellen (Nr. 1, 4). Die eindeutige 
Bevorzugung oberflaichennaher Inhomogenitatsstellen durch die primare 
Bruchauslésung wird indes verstiindlich, wenn man sie als Bevorzugung 
der Fortpflanzung oberflachennah entstandener Bruchflachenspalte 
auffaBt und mit der gré8enordnungsmiBigen Verschiedenheit des Zeitbedarfes der 
spannungsthermischen und der athermischen Phase der Bruchfortpflanzung in Ver- 
bindung bringt. ; 

In der Tat mu damit gerechnet werden, da wahrend der Beanspruchungs- 
zunahmen des Festigkeitsversuches nicht nur an einer, sondern an einer mit der Be- 
anspruchung wachsenden Anzahl von geeigneten Inhomogenitatsstellen des Probe- 
korpers winzige Bruchspalte ausgelést und spannungsthermisch vergréBert werden. 
Die makroskopische Bruchbildung wird dann jenem Bruchspalt zugehéren, der als 
erster die athermische Fortpflanzungsphase erreicht, was wegen der Individualitat 
des spannungsthermischen Zeitverlaufes (Abb. 7) keineswegs verlangt, da dieser 
Bruchspalt als erster gebildet wurde. Vor allem aber kommt es auf den Zeitpunkt 
an, zu dem der erste der miteinander konkurrierenden Bruchvorginge zur Stabober- 
flache durchbricht und der férdernden Beeinflussung durch Wasserdampf 
oder andere grenzflichenaktive iuBere Medien teilhaftig wird®. Die statistische 
Benachteiligung primarer ,,[Innen‘‘briiche folgt somit zwanglos aus derartigen, von 
auBen hinzukommenden Beschleunigungen des spannungsthermischen Bruchfort- 
schrittes, die allen ganz im Stabinneren verlaufenden Bruchvorgiingen vorenthalten 
bleiben**. 

Die letzte Konsequenz des Zusammenhanges zwischen Bruchbildung und in- 
homogener Stoffbeschaffenheit (Nr. 1) besteht also darin, das makroskopische 
Bruchgeschehen als Ergebnis einer zeitlichen Konkurrenz raumlich 
voneinander unabhiaingiger Einzelvorginge auffassen zu miissen. Fiir die 
experimentelle Priifung dieser Folgerung bietet die einachsige Homogenbeanspruchung 
von Rundstiben dadurch giinstige Voraussetzungen, da sie bei einwandfreier Versuchs- 
austiihrung* fiir simtliche Inhomogenititsstellen der Versuchsstoffe tibereinstimmende 
auBere Bedingungen verwirklicht. Die Feststellung mehrerer gleichzeitiger Briiche 
wird anderseits dadurch entscheidend beeintrachtigt, daB die letzteren innerhalb 
der wenige Mikrosekunden betragenden Dauer einer Endphase das athermische 
Bruchfortpflanzungsstadium erreichen miissen, um nicht zuletzt doch noch unvollendet 
zu bleiben. Vieljaihrige Beobachtungen an Zugstaben des gleichen Thiiringer Gerate- 


31 Ergebnis langjahriger Untersuchungen an Staben eines Thiiringer Gerateglases mit 
50 mm freier Lange und 1°4 mm Durchmesser. Spannungshaltige Proben mit Druckvorspannungen 
in der Mantelzone zeigen erwartungsgemaB etwas hiaufigere, von der zuggespannten Kernzone 
ausgehende primiare ,,Innen“‘briiche. 

32 Solche Vorgiinge sind in bisher unveréffentlichten Modellversuchen von Studienrat 
G. F. Sperling 1939 direkt mikroskopisch beobachtet worden. — Die bisherige Auffassung, 
daB die bruchauslésenden Inhomogenitatsstellen unmittelbar an der Probenoberflache gelegen 
sind, scheint tibermikroskopisch nicht belegbar zu sein. Die in der Literatur gelegentlich be- 
hauptete Sichtbarmachung solcher Oberflachenkerbstellen betrifft stets grébere Anrisse in fort- 
geschrittenen Entwicklungszustiinden der spannungsthermischen Bruchfortpflanzung. 

88 Dies entspricht den von allen sorgfaltigen Beobachtern gefundenen Einfliissen umgeben- 
der Medien auf die ZerreiBfestigkeit von Glasstaében. 
34 Vgl. etwa E. Rexer: Glastechn. Ber. 16, 263 (1938). 
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glases haben gezeigt, daf tatsichlich am gleichen Zugstabe zwei einwandfreie 
Zugbruchflachen auftreten kénnen und dai die Hiaufigkeit solcher Vorkommnisse 
die GroBenordnung 0°01 bis 0°1°% besitzt®. Die Beobachtung unvollendet gebliebener 
Anrisse ist an runden Glasstiiben bisher nicht gegliickt, wohl aber des ofteren an 
Wiirfelspaltstiibchen synthetischer Steinsalzkristalle, bei denen die Endphase der 
Bruchfortpflanzung einen gréBeren Zeitbedarf aufzuweisen scheint®. 


7. Zum Bruchvorgang bei sprédem Stoffverhalten unter mehrachsigen Beanspruchungen. 
Experimentelle Unterlagen von Emil Eberle und Franz Puchegger. 


Nachdem ausfithrlichere Untersuchungen tiber Bruchvorginge unter mehrachsigen 
Beanspruchungen noch nicht vorliegen, trachten wir die vorstehenden Ergebnisse 


Abb. 10. Zwei Muschelbriiche von gew6hn- Abb. 11. Lanzettbriiche auf primiéren Muschel- 
lichem Fensterglas, schwach vergré8ert briichen. Unten: Auflicht-Dunkelfeld, Abbildungs- 
(E. Eberle, 1951). Bruchfortpflanzung von maB8stab 44:1, oben: Auflicht-Hellfeld Abbil- 
unten nach oben. Die hellen, radial gerich- dungsmastab 88:1 (EK. Eberle 1951) 
teten Streifen in der unsymmetrischen § - 2 yee 


Muschel bestehen aus Lanzettbriichen. 35 Diese bisher unveroffentlichten Beobachtun- 


ut gen sind verschiedenen Mitarbeitern zu verdanken. 
Die Priifung der Bruchflichen sicherte die Abwesenheit zusiitzlicher Biegebeanspruchungen und 
ergab unterschiedlich groBe ,,Rand‘‘spiegel, so daB die Bruchbeginne nicht zum gleichen Zeit- 
punkt ausgelést sein konnten. i a | | 

Auch diese Beobachtungen sind mehreren Mitarbeitern zu verdanken, insbesondere 
H. Schénfeld: Z. Physik 75, 442 (1932) sowie A. Edner: Ebenda 73, 623 (1932) die auf den 
WiurfelreiBflaichen auch Plastizitatsspuren fanden. Die Endphase des Bruchvor anges vo 
Steinsalz-Spaltstabchen langs Wurfelspaltflachen geht immerhin so schnell vor sie flag ihre 
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dafiir nutzbar zu machen, indem wir Bruchvorginge heranziehen, die durch einachsige 
Beanspruchungen ausgelést werden und ihren Verlauf in mehrachsig beanspruchten 
Stoffgebieten fortsetzen. Dieser stetige Ubergang bewirkt im allgemeinen eine 
Orientierungsiinderung der urspriinglich allein vorhandenen Zugspannung, welche 
hierbei die Bedeutung der gréBeren Hauptzugspannung iibernimmt und_ iiberall 
senkrecht zu der sich kriimmenden Bruchfliche gerichtet bleibt. Die zweite, im 
mehrachsigen Beanspruchungsgebiet hinzukommende und dort allmahlich anwachsende 
Hauptzugspannung verlauft dann 
in der jeweiligen Tangentialebene 
an die Bruchfliche. Sie kann 
durch den primiiren Bruchverlauf 
unter den vorausgesetzten Be- 
dingungen niché entlastet werden, 
so daB sie den weiteren Bruchver- 
lauf beeinflussen wird, falls sie die 
dazu notwendige Stirke erreicht. 

Betrachtet man die Richtun- 
gen des schnellsten Bruchfort- 
schrittes lings der gekriimmten 
Bruchflache, so sind zwei einfache 
Grenzfaille denkbar: die in der 
Bruchflache liegende Hauptzug- 
spannung kann entweder parallel 
oder senkrecht zur Richtung des 
Bruchfortschrittes orientiert sein. 
Auf der Primarbruchflaiche ent- 
stehende sekundire Bruchvor- 
ginge, welche die zweite Haupt- 
zugspannung entlasten kénnten, 
miifSten im ersteren Falle parallel 


Abb. 12, 


Lanzettbriiche auf der Bruchflache eines in 
einer Druckkammer unter Oldruck geprtiften hand- 


zu den Primarbruchfronten ver- 
laufen, wofiir keine stetige Bil- 
dungsméglichkeit einzusehen ist. 


mattierten Rundstabes aus Thiiringer Gerateglas (vel. 


Abb. 5). Neophot-Zei8, Auflicht-Hellfeld, Abbildungs- 
maBstab 13:1 (G. Apelt, 1945). — Der Stab hatte 
einen Durchmesser von 5°7 mm, wurde mit der Versuchs- 


geschwindigkeit von 346 p/mm?-: sec. beansprucht und 

zeigt eine ZerreiBspannung von 7°8kp/mm?. Die 

Instabilitatsstellen der Lanzettbriiche z. B. innerhalb des 

ersten Quadranten des Bruchquerschnittes sind deutlich 

erkennbar, langs einer Schlierenflache des Stabes auf- 
gereiht. 


Liegt die zweite Hauptzugspan- 
nung dagegen senkrecht zur 
Richtung des Bruchfortschrittes, 
dann erscheint es ohne weiteres 
méglich, da ein durch diese 
zweite Zugspannung ausgeldster 
Sekundarvorgang im gleichen Tempo fortschreitet wie die Primarbruchfront. 

Die angegebenen Voraussetzungen gelten fiir Teilabschnitte von zahlreichen 
unregelmaBig verlaufenden Bruchvorgangen und kénnen am sogenannten Muschel- 
bruch der amorphen und vieler kristalliner Festkérper in besonders tbersichtlicher 
Weise verwirklicht werden (Abb. 10)3?. Hierbei sind in vielen Fallen tatsachlich 
Sekundiarbruchstrukturen vorhanden, deren Lingsrichtung den Richtungen der 
primaren Bruchfortpflanzung folgen. Man findet diese Sekundarbruchformen in allen 


Auflésung durch Anwendung des Thunschen Zeitdehners nicht méglich war. Vgl. unveroffentlichte 
Versuche von W. Ende und FE. Rexer, zitiert bei A. Smekal: Kohasion der Festkérper, in 
Auerbach-Hort: Handbuch der Physikalischen und Technischen Mechanik, Bd. IV/2, S. 153. 
Leipzig. 1931. 

37 EB. Eberle: Hausarbeit fiir die Lehramtspriifung. Graz. 1951. 
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GréBenordnungen, wobei auch ihre Querabmessungen von iibermikroskopischen bis 
makroskopischen Dimensionen variieren kénnen. Es handelt sich somit um eine ganz 
allgemein verbreitete Brucherscheinung, die grundsitzlich als Repraésentant mehr- 
achsiger Beanspruchungswirkungen anzusehen ist. 

Bei geringer Auflosung sind diese Sekundarbruchformen an den starker gekrimmten 
Teilen insbesondere von unsymmetrischen Muschelbriichen als feine helle Striche 
erkennbar (Abb. 10). Stirkere VergroBerung zeigt sie als flichige, lanzettartige 
Gebilde mit gelegentlichen Unterbrechungen, die bajonettartige Umrisse ergeben 
(Abb. 11). Gleichartige Strukturen finden sich auf den sonst glatten Bruchflachen 
von Rundstiben (Abb. 12), deren Enden durch Stopfbuchsen aus dem Inneren einer 
Druckkammer herausragten, wihrend der Bruch durch Fliissigkeitsdruck auf die 
Staboberfliche herbeigefiihrt wurde. Da diese Beanspruchungsart jener des ge- 
wohnlichen einachsigen Zugversuches 4quivalent ist, entspricht ihre mittlere Grenz- 

beanspruchung der normalen Zugfestigkeit des Stab- 
materials*8, Durch das Eindringen der Druckfliissigkeit 
in den Bruchspalt entsteht indes wahrend der Bruch- 
fortpflanzung eine zusitzliche Biegebeanspruchung und 
damit jene Woélbung der Bruchflache, mit welcher die 
y  Entstehung von Lanzettbriichen auch sonst verbunden 
zu sein pflegt. 

Abb. 13. _Verlauf der Priméar- Die genauere mikroskopische und mikrointerfero- 
seb ee metrische Untersuchung zeigt, daB die Lanzettbriiche 
Querschnitt iiberhéht, nach nicht mit klaffenden Ufern von senkrecht zur Primar- 
F. Puchegger, 1952). bruchflache verlaufenden Einrissen zusammenhangen®®, 
vielmehr besonders ,,gefaltete‘‘ Sekundarbruchflachen 
darstellen, lings welcher die beiden Primarbruchufer lichtoptisch genau zusammen- 
passen (Abb. 13)!°. Die Einzelform entspricht der Gestalt eines langgestreckten, an 
beiden Enden zugespitzten Blattes, dessen schmale Flaiche durch eine gerade Kante 
und einen schwach gekriimmten Bogen abgegrenzt ist; Kante und Bogen sind durch 
einen bestimmten Niveauunterschied gekennzeichnet, den der Blattstreifen gewisser- 
mafen tiberbriickt und mit dem zugleich er entsteht und vergeht. An der dem Primar- 
bruchbeginn zugewendeten Blattspitze ist haufig eine Inhomogenititsstelle erkennbar, 
die von einem dunklen Fremdstoffteilchen gebildet sein kann. Sobald die gerade Kante 
interferometrisch deutlich auflésbar ist, besteht sie aus einem flachen, wallartigen 
Wulst, dem auf der Gegenfliche eine ebensolche grabenartige Hohlform entspricht. 
Der an die Wallkrone anschlieBende ,,Abhang“ zeigt anfiinglich eine gréBere Steilheit 
(z. B. 30°), worauf nach deutlichem Gefallsknick ein langsameres Absinken folgt, dessen 
Flache mit dem tieferen Niveau eine nicht ausgerundete, flache Hohlkante bildet (Abb.13). 
Die ihr auf der Gegenflache entsprechende erhabene Kante erweist im mikroskopischen 
Hell- und Dunkelfeld einen merklich unregelmiBigen Verlauf von ahnlicher Beschaffen- 
heit wie der einer zwischen benachbarten, sich unabhingig fortpflanzenden Bruch- 

flachen entstehenden Bruchkante oder einer Sekundirbruchgrenze (Abb. 14), 


°8 Noch unverdffentlichte Versuche von Studienrat G. Apelt (1945), vgl. Anm. 9. 

°° Soviel bekannt, sind auch anderwirts noch keine Bruchkanten gleichzeitig fortschreitender 
und dabei zueinander senkrecht gerichteter Bruchflichen beobachtet worden. Sie konnten auch 
bei eigenen, noch unveréffentlichten Untersuchungen iiber den Bruch von vorgespanntem 
Plattenglas (,,Sekurit“glas) (1938) nicht gefunden werden, obgleich dort besonders giimstige Voraus- 
setzungen dafiir vorhanden waren (beide Hauptzugspannungen erreichen ihre Héchstwerte in 
der Mittelebene des Plattenglases und sind angen&hert von gleicher GréBe). 

40 Untersuchungen von cand. phil. Franz Puchegger, Graz, Ende 1952. 

*t Vgl. dazu die Abb. 5 und 6 sowie 10 und 11 bei A. Smekal: Glastechn. Ber. 28, 57 (1950). 
Ferner oben Abb. 9. 
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Die vorliegenden Beobachtungen sprechen dafiir, da die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der Primirbriiche im Entstehungsbereich von Lanzettbriichen bereits 
die athermische GroBenordnung besitzt. Durch die geschilderten Umstinde und 
die Ahnlichkeit der UmriSformen wird daher die Erwartung nahegelegt, daB die 
Lanzettbriiche analog den Hyperbelbriichen an Zugbruchflichen (Nr. 5) auf die 
Begegnung des Primirbruchvordringens mit selbsti ndigen Sekundirbruchbildungen 
zuriickzufiihren sind. Diese Annahme verlangt hier in der Tat, daB Primair- und 
Sekundiarbruchfliche nicht mehr zusammenfallen, weil die Sekundar- 
bruchauslésung an geeigneten Inhomogenitiitsstellen durch das mehrachsige Be- 


Abb. 14. Lanzettbruch einer Muschelbruchflache in der Nachbarschaft einer Querversetzung. 
Fortpflanzungsrichtung beider Bruchvorgange von unten nach oben. Links Auflicht-Hellfeld, 
rechts Auflicht-Dunkelfeld. Reichert-Z-Mikroskop, AbbildungsmaBstab 500: 1 
(F. Puchegger, 1952). 


anspruchungsfeld hervorgebracht wird, wahrend die Primarbruchflache allein durch 
die Richtung der groBeren Hauptspannung bestimmt bleibt. Das Auftreten ge- 
neigter Sekundarbruchflichen zwischen Niveauunterschieden der 
Primirbruchfliche ist somit eine notwendige Folge der betrachteten 
Bruchvorginge in mehrachsig beanspruchten Stoffbereichen. Die mit 
der Wulstbildung verkniipfte gerade Kante des Sekundarbruchblattes wird offenbar 
durch die der Primarbruchfliche benachbarte Lage des Sekundarbruchbeginnes und 
die Richtung der primiiren Bruchfortpflanzung festgelegt, so da der Sekundarbruch 
langs dieser Kante am raschesten fortschreitet und seitlich davon etwas zurtickhangt 
(Abb. 14). Die Wulstbildung der Kante befindet sich bei den bisher gepriiften Muschel- 
briichen von den Lanzettspitzen ausgehend auf der konkaven Seite der Primarbruch- 
flache und ist demnach durch die konkreten Spannungsverhiltnisse eindeutig fest- 
gelegt. Verschwindet diese Eindeutigkeit, wenn die zweite Hauptzugspannung lings 
gewisser Teile der Primarbruchflache einen konstanten Wert annimmt? Fiir eine 
derartige Labilitat der Wulstorientierung spricht, daB die Begegnung des 
Lanzettbruchvordringens mit weiteren Inhomogenititsstellen noch nicht naher 
charakterisierbarer Beschaffenheit ein Umspringen der Wulstorientierung in ihre 
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Gegenrichtung veranlassen kann, wobei die Geradlinigkeit der Kante im allgemeinen 
beibehalten wird”. Indem die Wulstbildung etwa vom konkaven auf das konvexe 
Ufer der Primarbruchfliche iibergeht, wird, der wallartige Wulst auf der konkaven 
Fliche durch die korrespondierende grabenartige Hohlform fortgesetzt, so daB die 
Blattfliche jene seitliche Versetzung erfahrt (Abb. 14), welche die vorhin gezeigten 
Bajonettformen (Abb. 11) ergibt. Die bestimmende Mitwirkung einer Inhomogenitats- 
stelle ist entweder direkt sichtbar oder kann, wie in Abb. 14, aus den von dieser Stelle 
ausgehenden radialen Anrissen indirekt erschlossen werden. Als Inhomogenitatsstelle 
kann auch die Durchquerung einer — stets spannungshaltigen — Schlierenflache des 
Glases wirksam sein; Abb. 12 zeigt, da die Versetzungsstellen einer Reihe von be- 
nachbarten Bajonettspriingen mit einer sichtbaren Schlierenspur zusammentallen. 
Die beschriebenen Sekundirbrucherscheinungen sind durch ihre besondere Ver- 
kniipfung mit der Richtung des priméren Bruchfortschrittes und ihrem Labilitats- 
charakter als grundsatzlich dynamische Bildungen gekennzeichnet. Die zugrunde 
liegenden mehrachsigen Beanspruchungen bewirken durch sie eine Profilierung 
der Bruchflachen, welche jeder statisch-kontinuumsmechanischen Betrachtungsart 
notwendigerweise unverstindlich bleibt und deshalb auch bisher unverstandlich 


geblieben war*. 
(Hingegangen am 10. Marz 1953.) 
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Ebene Plattengitter bei Uberschallgeschwindigkeit. Von R. M. El Badrawy. (Mitteilungen aus 
dem Institut ftir Aerodynamik an der Hidgenéssischen Technischen Hochschule in Zurich. 
Herausgegeben von J. Ackeret: Nr. 19.) Mit 71 Textabb., 90 8S. Zurich: Verlag Leemann. 
1952. 


Diese vom Verfasser als Promotionsarbeit ausgefthrte Arbeit ist eine interessante, griindliche 
Untersuchung tber Auftrieb, Widerstand und Wirkungsgrad beim ebenen Plattengitter in 
Uberschallgeschwindigkeit. Die Bedeutung der Untersuchung fiir den Uberschallpropeller liegt 
auf der Hand, und im letzten Kapitel seiner Studie bringt der Verfasser auch diesbeziigliche 
Berechnungen. Ausgehend von den bekannten Tatsachen der Expansion und des Verdichtungs- 
stoBes werden c,, c,, und Gleitzahl fir eine Platte ausgerechnet. AnschlieBend wird die linearisierte 
Theorie besprochen und ein Vergleich zwischen dieser und der genauen Methode gebracht. Das 

# Auch die beobachteten Richtungsinderungen dtrften auf den Einflu8 von Inhomogenitats- 
stellen zurtickzuftihren sein, die dem Kurs des Wulstvordringens nahekommen. 

43 Die vorliegende Untersuchung ist als Ergebnis einer langjihrigen Entwicklung des Problems 
in allen wesentlichen Teilabschnitten durch Versuchsergebnisse des eigenen Mitarbeiterkreises 
fundiert und gepriift worden. Daher sind im vorstehenden nur diese und die wenigen von anderer 
Seite herrithrenden Unterlagen nachgewiesen worden, welche jene Entwicklung beeinflu8ten 
oder zur Vervollstandigung ihrer Ergebnisse herangezogen werden kénnen. — Eine ahnlich um- 
fassende Bearbeitung des Problems scheint von anderer Seite nicht erfolgt zu sein, doch sind 
einschlagige Teilfragen verschiedentlich durch andere Autoren untersucht oder kritisch beleuchtet 
worden, Als wichtigste, dem Verfasser nachtriglich bekannt gewordene Veréffentlichungen 
dieser Art seien genannt: E. Orowan: Rep. Progr. Physics 12, 185 (1949). — G. O. Jones: 
J. Soc, Glass Technol. 33, 120 (1949). Mit spannungsthermisch zu nennenden Ansitzen fiir die 
Bruchbildung haben sich in letzter Zeit befaBt: S. M. Cox: J. Soc. Glass Technol. 82, 127 (1948). — 
D. A. Stuart, O. L. Anderson und 8S. Horsley: Techn. Report XXXI, Inst. f. Study of Rate 
Processes, Salt Lake City, 1951. Die Unzulanglichkeit aller dieser Ansitze beruht vor allem 
auf ihrer Unkenntnis des mechanischen Verhaltens in kleinsten Stoffbereichen (Nr. 1) und des 
zeitlichen Verlaufes der Bruchfortpflanzung (Nr. 5). 

Kine vollstaéndige Wiedergabe aller auf Zugbruchflichen von Rundstiaben vorhandenen Fein- 
strukturen war in der vorstehenden Arbeit nicht beabsichtigt (vgl. Nr. 2) und soll an anderer 
Stelle veréffentlicht werden. Die wertvolle Untersuchung von H. Schardin: Glastechn. Ber. 23, 
1, 67, 325 (1950), enthalt emige dafiir wichtige Gesichtspunkte, behandelt jedoch den gesamten 
Bruchvorgang, als ob er nur mit der athermischen Grenzgeschwindigkeit vor sich ginge, wodurch 
in wesentlichen Punkten Widerspriiche mit den Tatsachen entstanden sind. 
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folgende Kapitel bringt in Verbindung mit Zahlenbeispielen eine Uberlegung iiber die analytische 
Berechnung von Durchkreuzung, Einholen und Reflexion von Verdichtungsst68en und Expansions- 
wellen. Nun wendet sich der Verfasser dem Gitterproblem zu und zeigt die Berechnung von 
Schub, Tangentialkraft und Wirkungsgrad. Auch hier wird linearisiert und mit der genauen 
Methode verglichen. Der Fehler ist nicht groB und man erspart sich die langen Berechnungen 
der Durchkreuzungen und Reflexionen. Das 5. Kapitel bringt die Schlierenaufnahmen. Auch 
die plétzliche Anderung des Anstellwinkels wird eingehend untersucht. 


_ Die Arbeit liefert einen interessanten Beitrag zu den Problemen und Berechnungen im 
Uberschallgebiet. Rk. Bruniak, Wien. 


MeStechnik fiir Funkingenieure. Von Ff. Benz. Mit 399 Textabb. und 13 Zahlentafeln, XVI, 
5138. Wien: Springer-Verlag. 1952. Geb. S 246.—, sfr. 51.30, $11.80, DM 49.50. 


Nach seinem erfolgreichen Buch » Hinfiihrung in die Funktechnik‘! ist F. Benz mit einer 
»MeStechnik fiir Funkingenieure“‘ vor die Offentlichkeit getreten. Seine Arbeit ist fiir den in 
der Praxis stehenden Ingenieur, fiir den Studierenden, den Amateur und den geschickten Rund- 
funkbastler bestimmt, der seine Kenntnisse erweitern will. Es wendet sich also an einen sehr 
groBen und verschiedentlich vorgebildeten Leserkreis; aus diesem Grunde werden Ableitungen 
grundsatzlich unterlassen und Formeln auf ein Minimum beschrankt. So gewinnt der Verfasser 
eine leicht lesbare Darstellung der gesamten Niederfrequenz- und HochfrequenzmeBtechnik. 


Das Buch ist in fiinf Abschnitte gegliedert. Einer kurzen Einftihrung in die Me&technik 
folgt eine Schilderung der Stromquellen, MeB- und Hilfsgerate, indem ein typischer Vertreter 
jeder Kategorie naiher besprochen wird. Das dritte Kapitel beschreibt die meisten der gebrauchlichen 
MeBverfahren. Es referiert tiber die MeS8méglichkeiten von Stromen, Spannungen, Phasen- 
winkeln, Spulenverlusten, Eisenkapazititen, iiber dielektrische Verluste, tiber Verluste der 
elektrischen Feldstarke, tiber magnetische Messungen, Messungen der Frequenz und des Klirr- 
faktors und tiber die wichtigsten akustischen Untersuchungen. Das vierte Kapitel ist der An- 
wendung dieser Methoden auf spezielle Messungen gewidmet. Die Priifung von Einzelteilen 
eines Radioapparates, von Schwingkreisen, Réhren, Photozellen, Nieder- und Hochfrequenz- 
verstarkern, Lautsprechern, Kopfhérern und Mikrophonen, ganzen Rundfunkanlagen, von 
Kabeln und Antennen und vieles andere mehr wird hier eingehend besprochen. Das letzte 
Kapitel behandelt die Mikrowellentechnik. 

Da der Verfasser offenbar tber groBe praktische Erfahrungen verfiigt, hat er eine sehr 
geeignete Auswahl getroffen und in mtthsamer Kleinarbeit zusammengetragen, was er ftir 
wichtig hielt, dem Praktiker und Studenten mitzuteilen. Das Buch enthalt eine Fille von 
Schaltungen mit saimtlichen Einzelheiten, so daB sie ohne weiteres nachgebaut werden kénnen. 
Mit beachtlichem Geschick werden die wesentlichen Punkte erfaBt und eventueil auftretende 
Schwierigkeiten aufgezeigt. Das Buch stellt eine wertvolle Hilfe fir Studenten und Diplomanden 
dar, die kiinftighin bei ihren Arbeiten gewiB in erster Linie das Buch von Benz befragen werden. 


Trotz dieser entscheidenden Vorteile weist das Buch auch einige kleinere Mangel auf. Es 
ist kein eigentliches Lehrbuch, auch wohl nicht als solches geplant, aber ebensowenig ein Nach- 
schlagewerk, da es an manchen Stellen vorzeitig abbricht. Die Abschnitte Niederfrequenz- und 
hochfrequente Spannungsquellen, die Erzeugung phasenverschobener Hochfrequenzspannungen, 
Roéhrenvoltmeter, viele der Abschnitte iiber die verschiedenen MeBverfahren und manche mehr 
sind an Klarheit und Qualitaét der Darstellung kaum zu iibertreffen; die Abschnitte tiber die 
akustischen Methoden fallen vergleichsweise ab. Der Gleichstromverstarker und manches mehr 
wiirde eine ausfiihrlichere Behandlung verdienen. Der Verfasser ist allem Anschein nach stark 
padagogisch eingestellt und nimmt daher vieles in das Buch auf, was dem Durchschnittsleser 
gelaiufig sein diirfte. Dadurch wird zwar der Uberblick abgerundet, anderseits aber Raum in 
Anspruch genommen, der vielfach der Tiefe der Darstellung zugute gekommen ware. Allerdings 
darf man nicht iibersehen, daB ein so umfangreiches Gebiet, wie es in diesem Buch behandelt 
wird, kaum mehr von Einzelnen bewaltigt werden kann und dai es sich um eine Erstauflage 
handelt, bei der der Verfasser noch véllig auf sich gestellt war. EH. Skudrzyk, Wien. 


Seilschwebebahnen. Von Z. Czitary. Mit 243 Textabb., VII, 390 S. Wien: Springer-Verlag. 
1951. Geb. S 248.—, sfr. 51.30, $11.80, DM 49.80. 


_ Der Verfasser hat in diesem Buch erstmalig eine zusammenfassende Darstellung des Seil- 
schwebebahnbaues gegeben, welche bisher in der technischen Literatur vollstandig gefehlt hat. 
Wohl waren verschiedene Probleme dieses Sondergebietes der Ingenieurtiatigkeit in zahlreichen 
Einzelaufsatzen, darunter eine ganze Reihe vom Verfasser des Buches selbst stammend, in 
verschiedenen Fachzeitschriften behandelt worden, aber eine systematisch aufgebaute, sich 
iiber das gesamte Fachgebiet erstreckende Darstellung gab es nicht. Auch das bekannte Buch 
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iiber Drahtseilbahnen von Stephan beschrankt sich ja in der Hauptsache auf die Beschreibung 
ausgefiihrter Anlagen. 

Es ist daher sehr zu begriiBen, da® sich der Verfasser dieser Aufgabe unterzogen und sie 
ganz ausgezeichnet gelést hat. 

Aus dem Inhalt des Werkes sei ganz besonders auf die einen groBen Teil des Buches um- 
fassenden theoretischen Grundlagen der Tragseilberechnung verwiesen, die ja bei jeder Seil- 
schwebebahn das Kernproblem bilden. Aber auch die konstruktive Seite wird recht ausfithrlich 
gebracht. Im letzten Teil des Buches findet vor allem der mit der Bauausfithrung betraute 
Ingenieur sehr wertvolle Hinweise. Das auBerordentlich umfangreiche Literaturverzeichnis, das 
dem Buche beigefiigt ist, gibt Zeugnis von der Griindlichkeit, mit welcher der Verfasser an seine 
Aufgabe herangetreten ist. 

Zusammentfassend mu8 gesagt werden, da dieses Buch eine sehr wertvolle Bereicherung 
der technischen Literatur darstellt, die sowohl den im Seilbahnbau tatigen Ingenieuren als auch 
den Studierenden von gréBtem Nutzen sein wird. K. Peter, Wien. 


Rechenmethoden der Quantentheorie. Dargestellt in Aufgaben und Lésungen. Erster Teil: 
Elementare Quantenmechanik. Von S.Fliigge, unter Mitarbeit von H. Marschall. 
Zweite, vollig neubearbeitete und vermehrte Auflage. (,,Die Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften in Einzeldarstellungen mit besonderer Beriicksichtigung der Anwendungs- 
gebiete.“© Herausgegeben von R. Grammel, E. Hopf, H. Hopf, F. Rellich, F. K. Schmidt 
und B.L. van der Waerden: Band LIII.) Mit 30 Textabb., VIII, 2728S. Berlin-Géttingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1952. DM 29.80, geb. DM 32.80. 


,,Wissen‘‘ und ,,Kénnen‘‘ bilden auch in der Physik und insbesondere in der Quantentheorie 
nicht immer zwei einander einschlieBende Begriffe. Wahrend das Wissen rezeptiv aufgenommen 
werden kann, ist das K6énnen, d. h. die Fertigkeit in der Beherrschung konkreter Einzelprobleme 
bis zum numerischen Resultat, nur durch tatiges Uben im Lésen von Aufgaben zu erwerben. 
Die dazu notwendige Darstellung der Rechenmethoden der Quantentheorie in Aufgaben und 
Lésungen ist 1947 von S. Fliigge unter Mitarbeit von H. Marschall bereitgestellt worden. 
DaB dieses Buch zu den notwendigen Bichern gehért, zeigt die Tatsache, da es nunmehr in 
2. Auflage erscheint. Gegeniiber der 1. Auflage ist es véllig umgearbeitet worden. Von den ur- 
spriinglich 79 Aufgaben der ersten Auflage wurden die letzten 17 ganz entfernt, die ubrigen unter 
staérkerer Hervorhebung der physikalischen Fragestellung stark tiberarbeitet und auBerdem 
43 voéllig neue Aufgaben hinzugefiigt. Bei den Naherungsverfahren bringt das Buch einiges Neues 
und auch das Schwingersche Variationsverfahren zur Phasenbestimmung ist aufgenommen 
worden. Die Probleme dagegen, welche mit der Dirac-Gleichung behandelt werden, wurden 
einem geplanten II. Band vorbehalten. Eine Einleitung von 18 Seiten fat in konzenitrierter 
Form die wesentlichsten Begriffsbildungen der Quantentheorie, die bei den Aufgaben verwendet 
werden, kurz zusammen. 


Das Buch, das aus der Praxis des Seminar- und Ubungsbetriebes erwachsen ist, wird sich 
wieder mit bestem Erfolg in der Praxis der Hochschuliibungen bewahren. Dariiber hinaus aber 
wird es auch jedem einzelnen, der es durcharbeitet, an Hand der behandelten konkreten Hinzel- 
probleme am unmittelbarsten mit den Methoden und Begriffsbildungen der Quantentheorie 
vertraut machen. W. Glaser, Wien. 


Elements of Wave Mechanics. Von N. Ff. Mott. Mit 30 Textabb., IX, 156 8S. Cambridge: At the 
University Press. 1952. Geb. 21s. net. 


Der Verfasser beabsichtigt, mit diesem Buch dem Studierenden der Physik eine Einfiihrung 
in die Probleme der Wellenmechanik in die Hand zu geben. Zufolge dieser Bestimmung bemiiht 
er sich auch, die Probleme in didaktisch klarer Weise zu behandeln. So werden, ausgehend von 
den Lésungsmethoden der Wellengleichung, die in der Wellenmechanik auftretenden Probleme, 
wie z.B. das Mehrk6érperproblem, die relativistische Wellenmechanik usw., in sehr verstandlicher 
Weise behandelt. 

Das Buch bietet in gedriingter Form eine gute Einfiihrung in die Wellenmechanik und er- 
méglicht dem Studierenden an Hand von angefiihrten Ubungsaufgaben eine Vertiefung in dieses 
Gebiet der modernen Physik. F'. Kracmar, Wien. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden yom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 


Herausgeber und Higentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: Prof, Dr. Franz 
Magyar, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13. — Druck: Manzsche Buchdruckerei, Wien IX, Lustkandlgasse 52. 
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Treibstoffe fiir Verbrennungsmotoren. Von Dr. Ing. Franz Spausta, Wien. Zweite, 
vollstandig umgearbeitete und vermehrte Auflage. In zwei Banden. 


Band 1: Flissige Treibstoffe und ihre Herstellung. Mit 153 Textabbildungen und 83 Tabellen. 
X, 366 Seiten. Lex.-8°. 1953. Ganzleinen S 228.—, DM 45.60, § 10.85, sfr. 46.50 


Band 2: Higenschaften und Untersuchung der fliissigen Treibstoffe mit besonderer Beriick- 
sichtigung der Klopffestigkeit. Die gasférmigen Treibstoffe. Mit etwa 120 Textabbildungen. 
Htwa 350 Seiten. Lex.-8°. 1953. Unter der Presse 


Seit dem Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches im Jahre 1939 haben die Treibstoffe in ihrer Technologie und allen 
anderen Zweigen eine starke Aufwirtsentwicklung erfahren, Dies war der Grund, warum die zweite Auflage von Grund auf 
neu bearbeitet und erheblich erweitert wurde; die Folge davon war die Teilung in zwei Biinde. Wie bei der ersten Auflage 
hat der Verfasser eine Darstellung gewiihlt, die auch fiir den gebildeten Nichtfachmann verstindlich ist; die beiden Bande sind 
daher fiir einen gré8eren Leserkreis bestimmt. Das Buch besitzt auch fiir den Mineralélkaufmann Interesse. Hingewiesen sei 
auf die besonders eingehende Behandlung der Herstellung der Treibstoffe durch Hydrierung und Synthese. 


Verschlei8, Betriebszahlen und Wirtschaftlichkeit von Verbrennungskraft- 
maschinen. Von Dr.-Ing. Carl Englisch, Géteborg. Zweite, erweiterte Auflage. Mit 
393 Textabbildungen. X, 288 Seiten. 4°. 1952. (Band 14: ,,Die Verbrennungskraftmaschine“, 
herausgegeben von H. List, Graz.) Steif geheftet S 260.—, DM 52.—, $ 12.40, sfr. 53.30 


Verschlei8 bedeutet Verlust, nicht nur an den Werkstoffen, sondern auch an aufgewandter Arbeitskraft und Arbeitszeit. Die im 
ersten Abschnitte des Buches behandelten VerschleiBerscheinungen werden daher auch in der vorliegenden zweiten Auflage, 
die die Entwicklung der letzten Jahre beriicksichtigt, mit besonderer Ausfiihrlichkeit behandelt. Die Kapitel tiber Filter und 
SchmierGle sind erweitert, jenes iiber Lagerwerkstoffe ergiinzt. Der zweite Abschnitt unterrichtet tiber den Betriebsmittelver- 
brauch der heute iiblichen Motorenbauarten und erméglicht damit Vergleiche der Verbrauchsziffern verschiedener Motoren. Im 
dritten Abschnitt wird kurz aufgezeigt, wie sich die Wirtschaftlichkeit der Verbrennungskraftmaschine auch bei Beriicksichtigung 
unstabiler wirtschaftlicher Verhiiltnisse erfassen 1iBt. 


Pulvermetallurgie. Vortrige gehalten auf dem 1. Plansee Seminar ,,De Re Metallica‘ 
22. bis 26. Juni 1952, Reutte/Tirol. Herausgegeben von F. Benesovsky, Leiter der Versuchs- 
anstalt, Metallwerk Plansee Ges. m. b. H., Reutte/Tirol. Mit 1 Portrat, 224 Abbildungen im 
Text und 4 farbigen Abbildungen auf 2 Tafeln. VII, 316 Seiten. 1953. 

Ganzleinen 8 169.—, DM 32.—, $7.60, sfr. 32.80 


Inhalisverzeichnis: Die Stabilitiit anorganischer Verbindungen im Hochvakuum. Von M. Auwdrter. — Influence des gaz adsorbés 
sur la stabilité des liaisons du corps solide, au voisinage de la surface. Par H. Forestier, J. Maurer, J.P. Kiehl et P. Stahl. — Mikro- 
Thermoanalyse, Schmelzen und Kristallisieren von Mischkristallen. Von A. Kofler. — Hin einheitliches Hirtepriifverfahren (Hin- 
dringhirte) mit Hartmetall-Priifkérpern. Von R. Mitsche. — Die chemische Bindung in Monokarbiden und ihre Beziehung zur 
Hirte. Von H. Nowoiny und F. Vitovec. — Binige neue Anschauungen tiber die Festigkeit von Legierungen. Von G. M. Schwab, — 
Diffusion in festen Metallen. Von W. Seith. — Die heutigen Anschauungen tber die Natur der Metalle und thre Bedeutung 
far die Metallkeramik (Pulvermetallurgie). Von F. Skauwpy. — Idealkristall und Realkristalle. Von A. Smekal. — Grundsitzliches 
zum trockenen Verschlei8 fester Korper. Von R. Walzel. — Some Observations on the Mechanism of Liquid Phase Sintering. 
By H. S. Cannon and F. V. Lenel. — The Development of High Strength, Heat Treatable Products from Alloy Powders. By 
G. J. Comstock and F. H. Clark. — Bestimmung der Haftkraft von Metallpulvern. Von E. Cremer, — The Effect of Lattice 
Changes on the Sintering Process. By H. H. Hausner. — Uber die Abscheidung von chemisch reinem Vanadium aus der Gas- 
phase. Von G. Janisch und F. Zemek. — The Production of Metal Powders by Fusion Hleetrolysis. Be Ww. J. Kroll. ae Powder 
Metallurgy as viewed by a Manufacturer of Metal Powder Products. By A. J. Langhammer. — Die Mikrohirte als Hilismittel 
bei der ‘Untersuchung ‘von Sinteryorgingen in komplexen Systemen. Von E. M. Onitsch-Modi, — Beitrag mur physikalischen 
Analyse des Sintervorganges. Von G@. Ritzau. — Uber Oberfliichenschichten, insbesondere Oxydschichten und ihren Einflu8 aut 
das Sintern. Von F. Sauerwald. — Die Anwendung der Emaniermethode in der Pulvermetallurgie. Von H. Schreiner. — Neuere 
Entwicklung der Pulvermetallurgie von Aluminium. Von A. von Zeerleder. — Hin Ordmunesystem, der Hartmetalle. Von 
Cc. Ballhausen. — The Solid Solubilities of some Stable Carbides in Cobalt, Nickel and Iron at 1250 C. By R. Edwards and 
fT. Raine. — Héchsttemperaturbestiindige Werkstoffe durch Silizieren von Wolfram und Molybdin. Von LE. Fitzer. — Rein- 
darstellung von Titancarbid. Von G. F. Hiittig. — MischkristallbiJdung bei hochschmelzenden, metallischen Hartstoffen. Von 

 R. Kieffer. — Investigations on Ternary Systems Me,-Me,-B, and a Discussion of the Relative Strength of the Bond Transition 
-Metal-Boron. By R. Kiessling. — Das System Wolfram-Kobalt-Kohlenstoff. Von P. Rautala und 7. Norton. 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 


een Gens VERLAG / BERLIN: GOTTINGEN: HEIDELBERG 


Konstruktionsbticher 


Herausgeber 


Professor Dr.-Ing. Karl Kollmann, Karlsruhe i. Ba. : : Cy 2 


Eine neue ohiiltdieetie fiir den Konstrukteur. Jeder Band der Sammiung behandelt 
in knapper Furm ein Teilgebiet der Konstruktions!ehre 


Erster Band: Stahlleichthau von Maschinen. Von K. Bobeck, A. Heiss und F. Schmidt. — 
Zweite Auflage. (In Vorbereitung) 


Zweiter Band: Kriafte in den Triebwerken schnellaufender Kolbenkraftmaschinen, ihr Gleich- : 
gang und Massenausgleich. Von Dr.-Ing. Gerhart H. Neugebauer, Maschinenfabrik Augsburg- 
Nurnberg AG., Werk Niwnberg. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 104 Abbildungen. V, 
127 Seiten. 1952. DM 12.60 


Dritter Band: Berechnuig und Gestaltung von Metalifedern. Von Dipl.-Ing. Siegfried Grop, _ Ls 
Sevenoaks, Kent, England. Zweite, verbesserte und erweiterte Auflage. Mit 79 Abbildungen. 
IV, 95 Seiten. 1951. DM 7.50 © 


Vierter Band: Gestaltung von Wialzlagerungen. Von Dipl.-Ing. Wilhelm Jtirgensmeyer, 2 
Schweinfurt. Zweite Auflage, bearbeitet von Dipl.-Ing. H. v. Bezold. Mit 162 Abbildungen. — 
VIII, 106 Seiten. 1953. Steif geheftet DM 10.50 


Fiunfter Band: Berechnung und Gestaltung von chien nverhinthan per Von Dr.-Ing. habil. — ‘ 
H. Wiegand, Diisseldorf, und Ing. B. Haas, Berlin. Zweite Auflage. Mit 71 Abbildungen. — 


V, 68 Seiten. 1951. DM 6.60. 
Siebenter Band: Gummifedern. Von Dr.-Ing. H. Ff. Gobel, Stuttgart. Mit 68 Abbildungen. 

IV, 58 Seiten. 1945. DM 6.— 
Achter und neunter Band: Die Drehschwingungen in Kolbenmaschinen. Von Dr.-Ing. — 4 

Kurt Haug, Lindau/Bodensee. Mit 134 Abbildungen. V, 201 Seiten. 1952. DM 24.— 
Zehnter Band: Gestaltung und Berechnung von Wellen. Von Dr.-Ing. Ff. Schmidt, Augsburg. 

Mit 87 Abbildungen. IV, 70 Seiten. 1951. DM 9.60 


Elfter Band: Gestaltung gezogener Blechteile. Von Dr.-Ing. habil. @. W. Ohler, Privatdozent 
an der Technischen Hochschule Hannover. Mit 145 Abbildungen. IV, 120 Seiten. 1951. 


DM 840 
Zwoliter Band: SchweifSkonstruktionen, Berechnung und Gestaltung. Von Dipl.-Ing. Richard : 
Hdnchen. Mit 349 Abbildungen. IV, 80 Seiten. 1953. Etwa DM 9.— 
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Fertigungs- und stoffgerechtes Gestalten in der Feinwerktechnik. Von Obering. H. Péschl, Karls- ‘a 
ruhe. — Gestaltung von Fahrzeuggetrieben. Von Dr.-Ing. H. Reichenbdcher, Hamburg. — 
Gestaltungsgrundlagen der Feinwerktechnik. Von Dr. K. H. Sieker, Direktor der GauB- -Schule, | 
Berlin. 
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